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αξιοπιστία και αρτιότητα τής παρούσης εργασίας. 


Για την συγγραφή της παρούσας εργασίας χρησιμοποιήθηκε ο επεξεργαστής κειµένου Μοτά 2000 µετο 
προσαρτηµένο λογισμικό ΜαίΙ ΤΥΡε 5.0 για την γραφή τῶν πολυπληθών μαθηματικών τύπων. Χρησιμοποιήθηκε κυρίως η 
γραμματοσειρά Τίππες Νενν Κοππαπ µε δεσπόζον μέγεθος χαρακτήρων 12 και διάστιχο 1.5 

Για τις γραφικές παραστάσεις χρησιµοποιήσαμε το «ταρῃ Υ. 2.7 ..το ταρµπιαίῖσοα Υ.2.069.το Αάναπορά ΟταρΏετ 
Υ.2.0δ ενώ στα δύσκολα προστρέξαµε στο ΜαίΠΟΑΡ 2000 ρτο[οςείοπα| και στο ΜαίΠεππαίίσα 4.0 Τα τρία πρώτα είναι 
ελευθέρας διανομής µέσω διαδικτύου. 
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φωτοτυπικώς. 
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χειρόγραφη επεξεργασία του β΄ μαθηματικού µέρους τους µήνες Ιούλιο . Αύγουστο, Σεπτέμβριο , ενώ το α΄ γενικό µέρος της 
εργασίοας γράφηκε κατ΄ευθείαν στον υπολογιστή το διάστηµα Οκτωβρίου Νοεμβρίου Δεκεμβρίου 2003 , ενώ οι µήνες 
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τμήματος του Παν. Αθηνών , την βιβλιοθήκη τῆς Φιλοσοφικής σχολής του Παν. Αθηνών, του Παιδαγωγικού Ινστιτούτου . της 
Ἑλληνικής Μαθηματικής Εταιρείας κ.ά. . Επίσης αναλώθηκαν πολλά απογεύματα περιήγησης σε όλα τα ειδικά βιβλιοπωλεία 
περί την οδό Σόλωνος τῶν Αθηνών , ξεφυλλίζοντας όλα τα σχετικά µε τον Απειροστικό Λογισμό και περίτο θέµα 
κυκλοφορούντα βιβλία . αρκετά των οποίων έγιναν κτήµα της προσωπική µας βιβλιοθήκης. 

Για κάθε αναγνώστη συνάδελφο που θέλει να υποβάλλει οποιαδήποτε καλοδεχούµενη παρατήρηση ἡ σχόλιο περί 
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ΗΡΟΛΟΓΟΣ 


Ἡ παρούσα εργασία αποτελείται απὀ δύο µέρη. 

Στο πρώτο µέρος γίνεται µια λεξικολογική , ιστορική , εννοιολογική, λογική, 
επιστηµολογική και παιδαγωγική προσέγγιση στο αντιπαράδειγµα σε σχέση µε τον 
Απειροστικό Λογισμό. Επίσης γίνεται µια προσέγγιση σε ιστορικά παραδείγματα του 
Απειροστικού Λογισμού καθώς και σε λάθη που έκαναν μεγάλοι μαθηματικοί πάνω 
στην διαίσθηση του απείρου. Αναδεικνύεται έτσι η δυσκολία κατανόησης της έννοιας 
του απείρου καθ΄ εαυτής, αλλά και ὣς πηγής επιστηµολογικών και διδακτικών 
εμποδίων . Φαίνεται έτσι η ανάγκη εισαγωγής του αντιπαραδείγµατος στην 
διδασκαλία του Απειροστικού Λογισμού, ως παράγοντα άρσης και θεραπείας 
παρανοήσεων ή και βελτίώσης λανθασµένων νοητικών αναπαραστάσεων τῶν 
δύσκολων εννοιών που πραγματεύονται το άπειρο και το απειροστό. 

Στο δεύτερο µέρος παρουσιάζουμε διδακτικά παραδείγµατα και 
αντιπαραδείγµατα , Κάνοντας µια κάλυψη σε όλα τα κεφάλαια του Απειροστικού 
Λογισμού µε συναρτήσεις µιας πραγματικής μεταβλητής . Ἐμφαση δίδεται στα 
βασικά κεφάλαια , όπως . των ακολουθιών όπου μελετάται εκτεταμένα η θεμελιώδης 
έννοια της σύγκλισης µέσω τῆς πλέον απλής έννοιας συνάρτησης όπου µπορεί να 
υπάρχει σύγκλιση . όπως είναι η ακολουθία πραγματικών αριθμών. Γενικά , η έννοια 
του ορίου ὡς η πλέον βασική έννοια του Απειροστικού Λογισμού , μελετάται 
προσεκτικά και πλήρως. 

Ειδικότερα: 

Ελήφθη μέριμνα έτσι ώστε όλες οἱ εφαρμογές που παρουσιάζονται να έχουν 
πληρότητα παρουσίασης και να καταγράφονται λεπτομερώς όλα τα βήματα µιας 
απόδειξης , ώστε να µπορεί να χρησιµοποιηθεί και ὡς βοήθημα από έναν τελειόφοιτο 
Λυκείου µέχρι και τον πτυχιούχο Μαθηματικό. Ακόμα, στη έκταση των εννοιών που 
καλύπτει η παρούσα εργασία, κρίθηκε σκόπιμο, εκτός από τα θεμελιώδη εισαγωγικά 
κεφάλαια του, ορίου συνάρτησης, συνέχειας συνάρτησης, παραγώγισης , μελέτης 
συνάρτησης και ολοκλήρωσης, τα οποία καλύπτονται απὀ το αναλυτικό πρόγραµµα 
του Λυκείου, να εισαχθούν και τα κεφάλαια των Ακολουθιών και των Σειρών .Αυτά 
δεν διδάσκονται πλέον στο Λύκειο, αλλά μπορούν να εισαχθούν στο µέλλον όπως 
άλλωστε υπήρχαν και παλιότερα. Επίσης, κρίθηκε αναγκαίο, να υπάρχει και η ύλη 
που καλύπτεται συνήθως στο πρώτο έτος τῶν σχολών τῶν Θετικών Επιστημών και 


των Πολυτεχνείων. Έτσι καλύψαµε το ολοκλήρωμα Είεπιαηῃ, την ομοιόμορφη 
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συνέχεια, την ομοιόμορφη σύγκλιση ακολουθιών και τα γενικευµένα ολοκληρώματα. 
Όλα πλέον τα κεφάλαια, δεν καλύφθηκαν σε βασικό επίπεδο, αλλά σε προχωρημένο 
για λόγους πληρότητας. 

Στην εργασία µας, υπάρχουν κάποια πρωτότυπα σηµεία που είναι τα εξής: 

Στο πρώτο µέρος: 

1.Εκφράζουµε την εικασία , ότι ο όρος «αντιπαράδειγµΩ) δεν είναι 
μετάφραση του Αγγλικού όρου «οοιπίετοχαπιρΙθ αλλά προέρχεται απὀ το 
αρχαιοελληνικό ρήμα αντιπαραδείκνυµι το οποίο συναντάται στα γραπτά του 
Γρηγορίου Νύσσης. Η εικασία µας εδράζεται στην σηµασία του ρήματος σε 
συγκεκριμένη χρήση του όπου παρατίθεται αντιπαράδειγµα σε ορισμό του «αληθούς 
άρτου» και απ΄ όπου ευθέως εξάγεται η αντίστοιχη σηµασία για το ουσιαστικό 
«αντιπαράδειγµα) (Α. 1.4. αυτόθι) 

2. Παραθέτουμε δύο αρχαίες χρήσεις του αντιπαραδείγµατος «Ένα στον 
«Γοργία» του Πλάτωνος, (υπάρχει σε ξενόγλὠσση βιβλιογραφία και συγκεκριµένα 
στο διαδίκτυο) και το άλλο στους «Βίους Φιλοσόφων» του Διογένους Λαερτίου. 
(υπάρχει σε βιβλιογραφία, αλλά όχι µε την σημασία του αντιπαραδείγµατος)(ΑΙ.5 
αυτόθι) 

3. Διερενούμε την συχνότητα εμφάνισης του διεπιστημονικού όρου 
«αντιπαράδειγµα) στην γλώσσα µας σε σχέση µε τον αντίστοιχο αγγλικό όρο , µε 
προσφυγή στις διαδικτυακές μηχανές αναζήτησης. (ΑΙ.Ι ὁς ΑΙ.2 αυτόθι) 

4. Διερευνούμε τις λεκτικές μαθηματικές διατυπώσεις που υποκρύπτουν 
αντιπαράδειγµα.(Α.3.3 αυτόθι) 

5.  Παραθέσαµε συγκεντρωτικά τις ιδιότητες κάποιων «πασπαρτού» 
παραδειγµάτων και αντιπαραδειγµάτων του Απειροστικού Λογισμού που είναι η 
ακολουθία αν-(-!)᾽ . η αντίστοιχη σειρά Σον" καθώς και η συνάρτηση του 
Ε]τιοΠ]εί (και παραλλαγές της ) Έκπληξη προκαλεί πώς τόσο λίγα παραδείγματα 
έχουν τόσο ενδιαφέρουσες ιδιότητες που είναι διδακτικά πάρα πολύ χρήσιμες στην 
κατάδειξη λεπτών σημείων της θεωρίας που χρήζουν διασαφήσεως. 

6. Επεξετείναμε ένα υπόδειγμα για τα παραδείγματα και αντιπαραδείγµατα 
του 1]. Αραχώβίτη που βρήκαμε στα Πρακτικά του 19”" Συνεδρίου της ΕΜΕ στο 
άρθρο του «Έννοιες και Ιδέες από την Ἱστορία των Μαθηματικών αρωγοί στην 
σύγχρονη διδακτική του σελ. 169-171 . Ουσιαστικά καταστήσαµε λίγο πιο 


λεπτομερές το υπόδειγμα (μοντέλο) που περιγράφει το πεδίο κατανόησης µιας 
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έννοιας και τον ρόλο των κλάσεων παραδειγµάτων και τῶν αντιπαραδειγµατων στην 
κατανόησή της. Η επέκταση στην οποία προέβηµεν έγκειται στην θεώρηση 
υποκλάσεων αντιπροσωπευτικών παραδειγµάτων και αντιπαραδειγµάτων ὡς προς µία 
ιδιότητα που θέτει εκ τῶν προτέρων κάποιος και η οποία είναι µεν υποκειμενική, 
αλλά όχι και αυθαίρετη. αφού τίθεται ὡς απάντηση σε διδακτικά ή επιστηµολογικά 
εμπόδια που συναντούν οι µαθητές. 

Επίσης, στο λεπτομερέστερο αυτό υπόδειγμα , ανακαλύπτουμε µια πρακτική 
εφαρμογή του στον έλεγχο της διδακτικής πληρότητας ενός βιβλίου σύμφωνα µε εκ 
των προτέρων γνωστά και κοινοποιούµενα κριτήρια. Γινόµαστε σαφείς µε ένα 
συγκεκριµένο παράδειγµα: 

Στην προκήρυξη συγγραφής ενός βιβλίου Απειροστικού Λογισμού, για το 


κεφάλαιο «Σύγκλιση ακολουθίας» τίθεται ο όρος «πληρότητα τῶν παρουσιαζοµένων 














παραδειγµάτων σύγκλισης στο ας] ὡς προς την κατεύθυνση σύγκλισης» Λέγοντας 
«κατεύθυνση σύγκλιση» συμφωνούμε να ορίζουμε τις δυνατές κλάσεις 
παραδειγµάτων σύγκλισης στο α που καθορίζονται από το πλήθος τῶν όρων τους που 


είναι δεξιά του α., αριστερά του α ή ίσοι µεα και φαίνονται στον παρακάτω πίνακα: 
































Κλάση | Πλήθος Πλήθος | Πλήθος Εκπλήρωση ασθενέστερης συνθήκης από την 
όρων -«α | όρων-α | όρωνα ῇ{α-α[ε, ὕν νι (ε) 

(πι) πεπ/νο ᾖ| πεπ/νο | πεπ/νο | Δεντις εξετάζει ο Απειροστικός Λογισμός 

(112) οο πεπ/νο Ιπεπ/ο /θ«α-α,ς«ε. ὙνΣνιε) 

(13) πεπ/νο | οο πεπίνο /θξα-α,«ε ,ΝυνΣνε) 

(1) πεπ/νο | πεπ/νο | ου θ-α,-α-«ε., ὍνΣνιε) 

(115) οο οο πεπνο |θ-α-α,-«ε., πνΣνιε) 

(Πο) οο πεπ/νο | οο θ«α,-ακ-ε. ννΣνε) 

(Π7) πεπ/νο | οο οο θκα,-α-ε.͵ ὍνΣνε) 

(16) οο οο οο α,-ακε . νυν Σνιε) 

















Ἡ κάθε κλάση ακολουθιών από την (112) έως και (Πε) . έχει άπειρους και 
υπεραριθµήσιµους μάλιστα αντιπροσώπους. 

Όμως , φθάνει και µόνο ένα παράδειγµα από την κλάση (Πε) για να 
δικαιολογήσει πλήρως τον ορισμό. Ένα τέτοιο παράδειγµα θα μπορούσαμε 


συμφωνήσουμε να το λέμε πλήρες εξ αιτίας αυτής του τῆς ιδιότητας. 
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Επίσης πρέπει να σχολιασθεί το εξής: 

Αν σε ένα διδακτικό βιβλίο ακολουθιών υπάρχουν παραδείγματα απὀ τις 
Κλάσεις (1Π12)-(117) ενώ δεν υπάρχει κανένα παράδειγµα από την κλάση (Π19) τότε η 
τελική συνθήκη του ορισμού σύγκλισης, θα μπορούσε να έχει µια µορφή. διάζευξης 
των ασθενεστέρων συνθηκών (112) έως (117) η οποία είναι κι αυτή µια ασθενέστερη 
συνθήκη . Συνεπώς , αν δεν παρατίθεται έστω και ένα παράδειγµα της κλάσεως 
(19) . ο γνωστός ορισμός της σύγκλισης δεν δικαιολογείται πλήρως . Από την 
προσωπική του αντίληψη . κάθε αναγνώστης που ασχολείται µε τα μαθηματικά 
καταλαβαίνει την σπανιότητα παράθεσης παραδείγματος ακολουθίας σαν την 


1 
δε-- αν νΞ2κ 
ν 


(ανλνιν ἄν ξ1»δ αν νξδκ-] η οποία συγκλίνει στο 5 και μόνη της 


ο ὃν νΞ2κ-2 
ν 


δικαιολογεί πλήρως τον ορισμό. Η παράθεση οσουδήποτε πλήθους παραδειγµάτων 
από όλες τις άλλες κλάσεις δεν δικαιολογούν πλήρως την απαίτηση εκπλήρωσης τῆς 
ισχυρότερης συνθήκης|α,-αικε . υνΣνιε) . άρα και τον ίδιο τον ορισμό. 

Ἐπομένως από τα παραπάνω , καθίσταται σαφές το παιδαγωγικό περιεχόµενο 
του τεθέντος κριτηρίου, το οποίο προσλαμβάνει και αντικειμενικό πλέον χαρακτήρα. 

Αναλόγως τίθενται και κριτήρια αντιπαραδειγµάτων µη σύγκλισης για τα 
οποία ένα κριτήριο ταξινόμησης θα μπορούσε να είναι λ.χ. ο αριθµός των οριακών 
αριθμών της ακολουθίας. Έτσι δημιουργούνται οι κλάσεις : (9Οι ακολουθίες που 
έχουν δύο τουλάχιστον οριακούς πραγματικούς αριθμούς (1) Οι ακολουθίες που 
συγκλίνουν στο -Γοο(ΠΏ)Οι ακολουθίες που συγκλίνουν στο -οο({1) Οι ακολουθίες 
που έχουν ὡς οριακό «αριθμό» το-οὈο είτε το -οο και τουλάχιστον ένα ακόµη 
πραγµατικό αριθµό. Κάποιος θα μπορούσε να θεωρήσει αν το θεωρεί διδακτικά 
αναγκαίο και υποκλάσεις ανάλογα µε το αν οἱ µη συγκλίνουσες ακολουθίες έχουν 
άπειρους ή πεπερασµένους οριακούς αριθμούς. 

Το βέβαιο από τα παραπάνω είναι , ότι για την πλήρη παρουσίαση της έννοιας 
της σύγκλισης σε ένα εγχειρίδιο, θα πρέπει να υπάρχουν αντιπρόσωποι από όλες τις 
Κλάσεις παραδειγµάτων και αντιπαραδειγµάτων (Α4.1. αυτόθι) 

7. Στο τέλος κάθε κεφαλαίου στο Β΄ µέρος, υπάρχουν και σύντομες οδηγίες 
για την κατασκευή βασικών παραδειγµάτων επί του κεφαλαίου , Κάτι που δεν 


γνωρίζουμε να υπάρχει στην ελληνική τουλάχιστον βιβλιογραφία. 


δ. Κάποια σχόλια και αντιπαραδείγµατα επί των δυνατοτήτων προγραμμάτων 
των Η/Υ και στον ικανοποιητικό ή µη βαθµό σχεδίασης γραφηµάτων είναι επίσης 
δικά µας.(Β.3.3.Ι. 84.1.6, Β11.Ι.15) Ευάριθµα επίσης ερωτήματα τύπου ύπαρξης ή 
ισχυρισμού που καταρρίπτεται µε αντιπαράδειγµα σε κάθε κεφάλαιο είναι δικά µας 
χωρίς βεβαίως τα παρατιθέµενα αντιπαραδείγµατα να διεκδικούν μαθηματική 
πρωτοτυπία. 

Τέλος, ο ίδιος ο τίτλος της εργασίας µας διεκδικεί πρωτοτυπία στην Ελληνική 
βιβλιογραφία καθώς και η επιλογή αξιόλογων παραδειγµάτων που διευκρινίζουν 
θέµατα θεωρίας ή επέχουν θέση αποδείξεως σε επίσης λεπτά σηµεία των εννοιών του 
Απειροστικού. 

Θέλουμε να πιστεύουμε ότι η παρούσα εργασία θα είναι χρήσιμη για όλους 
τους αναγνώστες φοιτητές ή ασχολούµενους µε τα μαθηματικά γενικώς. 


1.Π.Π. 


ρε! 


1. Η λεξικογραφία του αντιπαραδείγµατος. 


1.1. Ἡ αναζήτηση στα διάφορα λεξικά 


Εντύπωση προκαλεί η  σπανιότητα καταγραφής του όρου 
«αντιπαράδειγµαΩ) στα Ἑλληνικά αλλά και στα ξενόγλωσσα λεξικά. Αυτό 
µπορεί να αποδοθεί στο γεγονός ότι ο όρος αποτελεί νεολογισµό , είναι δηλαδή 
κατασκευασμένη στα νεώτερα χρόνια λέξη, δεν υπάρχει στα αρχαία Ελληνικά 
και μάλιστα είναι µεταφρασµένος όρος από τον αντίστοιχο Αγγλικό 
(οοιπίοτεχαπαρἰθ) «Αυτό τουλάχιστον αναφέρει το γνωὠστό έγκυρο λεξικό 
Μπαμπινιώτη . αν και ανακαλύψαμε µια χρήση του ρήματος 
«αντιπαραδείκνυμυ στον Γρηγόριο Νύσσης µε σημασία αντίστοιχη του 
ουσιαστικού που φέρεται ὡς νεολογισµός. Όμως, η σπανιότητα καταγραφής 
του όρου «αντιπαράδειγµα» καθίσταται δυσεξήγητη αν αναλογισθούμε ότι 
απαντάται ήδη στην Ελληνική βιβλιογραφία τουλάχιστον απὀ την δεκαετία του 
΄60ἱ . είναι διεπιστηµονικός όρος και όχι αυστηρά μαθηματικός, ενώ η 
καθηµερινή του χρήση απὀ ανθρώπους µε τουλάχιστον µέση εκπαίδευση 
συμπίπτει σχεδόν και µε το αυστηρά ορισμένο νόηµα του όρου. 

Ο παρακάτω πίνακας παρουσιάζει γνωστά λεξικά στα οποία 
ανατρέξαµε και στα οποία αναφέρεται ή µη ο όρος «αντιπαράδειγµα» 

Περιέχει 


Ταυτότητα λεξικού 
τον όρο 


ο ἵ---  - 
--Ὑ ------ 
Πάπυρος -Τ.4Γ{οιςο --Βγιίαπηίσοα 61 τ. ο 
Αντίστροφο λεξικό Νέας Ελληνικής Τ.Ι. Κουρμουλή ζώα 
μμ πι 
να. 


ΓΣε µια πρόχειρη αναζήτηση στην βιβλιοθήκη του Μαθηματικού Τµήµατος του Παν. Αθηνών 
βρήκαμε το σύγγραμμα του Χρήστου Β. Γκλάβα «Εισαγωγή στην συνολοθεωρία» που 
αναφέρεται στο αντιπαράδειγµα και στον μαθηματικό ορισμό του, (σελ. δ6) το οποίο έχει 
εκδοθεί το 1967. 








Λεξικό Νέας Ελληνικής Γλώσσης- Σταματάκου 
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1.2. Ἡ αναζήτηση στον Παγκόσμιο Ιστό 


Ενδιαφέρον παρουσιάζει και η ποιοτική κατανομή της χρήσης της λέξης 
σε τοµείς της ζωής µας. 

Μια περιήγηση στις γνωστές μηχανές αναζήτησης «οοβίε, ΑΙία Ψἱδία, 
Ὑαμοο οι οποίες υποστηρίζουν τα Ελληνικά, επί 65 διαφορετικών ιστοσελίδων 
που περιέχουν την λέξη «αντιπαράδειγµα» έδωσαν , ότι τα 2/3 αναφέρονται σε 
Μαθηματικά και το 1/3 περίπου σε άλλους τοµείς. 


Τα αποτελέσµατα φαίνονται στον παρακάτω πίνακα: 


Τομείς Συχνότητα Δημιουργήθηκε το ερώτημα αν 


πλ «οί κατά πόσον ο όρος 
Μαθηματικά «αντιπαράδειγµα» απαντάται 
ππηροσσριςι συχνότερα στην Ελληνική 
απο ος γλώσσα απ᾿ ότι στην Αγγλική 
- ή όχι Μια ενδεικτική 
Γραμματική 

- προσεγγιστική έρευνα θα ήταν 
Οικολογία 

- να δούμε αν οι λόγοι τῶν 
Λογική ἵ . 
συχνοτήτων εμφάνισης της 
Χημεία 

έ «Αντιπαράδειγµα» προ 
ὡς λέξης «Αντιπαράδειγµα» προς 


την λέξη «παράδειγμα» στις 


Τεχνολογία 


δύο γλώσσες είναι ίσοι. 


Θρησκεία Με προσφυγή στις υπηρεσίες 


Πολιτική : | 
των μηχανών αναζήτησης, και 


Συξητήσεις ειδικά στην «οοβρίε «στις 
20/10/2003) βρήκαμε ὁότι ο 


λόγος των ιστοσελίδων που 


Κινηματογράφος 
Δημοσιογραφία 


Συνδικαλισµός περιέχουν τουλάχιστον µία 


ΑΘΡΟΙΣΜΑ φορά την λέξη οχαπιρἰε σε όλες 





Κοινωνιολογία 


τις πτώσεις ενικού και πληθυντικού αριθμού είναι 221.000.000 ενώ για τον όρο 
οοιπίοτοχαπιρ]ε 195.000 . Έχομε έτσιτον λόγο 1Ι:1133 . Στην Ελληνική οι 
αντίστοιχες απόλυτες συχνότητες στην ίδια μηχανή είναι 230.000 και 115 που 
δίνουν λόγο 1:2000 . Δεδομένου όµως του μικρού απολύτου μεγέθους του 
«αντιπαραδείγµατος) (115) δεν μπορούμε να διακινδυνεύσουµε κάποιο σαφές 
συμπέρασμα” . Ἐνισχύονται ίσως οι υποψίες ότι στην Ἑλλάδα ο όρος 
«αντιπαράδειγµα) δεν χρησιµοποιείται όσο και στην Αγγλόφωνη κοινότητα. 
Αν µάλιστα σκεφθούµε και τον παρεμφερή όρο «ΠΟΠ-ΕΧΒΠΙΡΙΘ» µε ή χωρίς 
συνδετικό που σηµαίνει «αντιπαράδειγµα σε ορισμό» (δηλ. «παράδειγµα που 


δεν εκπληροί ορισμό» το «µη- παράδειγµα» όπως κατά λέξη αποδίδεται) 





ΖΝα γίνει σαφές ότι δεν μετράμε τις συχνότητες εμφάνισης των όρων στην γραπτή γλώσσα 
γενικώς , αφού οἱ μηχανές εμφανίζουν σελίδες που περιέχουν τουλάχιστον µία λέξη κλειδί ανά 
σελίδα. Σε κάθε περίπτωση όµως, έχοµε µια προσέγγιση της πραγματικότητας. 


ενισχύεται η υποψία αυτή αν και ο όρος έχει πολύ µικρή συχνότητα εμφάνισης 


(8.500 σε όλες τις πτώσεις ενικού και πληθυντικού . µε ή χωρίς συνδετικό) 


1.9. Ἡ ερμηνεία των λεξικών 


Παραθέτουµε τις ερμηνείες των ελαχίστων λεξικών που περιέχουν τον όρο 


«αντιπαράδειγµα) και «ΟοὐπίρΓεχαπΙρΙθ» 


ο Ελληνοαγγλικό ὀσΑγγλοελληνικό Ηλεκτρονικό λεξικό Μαρεπία : 
Οοιπίετεχαπρ]ς: ΓΠΙαράδειγμα καταρρίπτον θεωρία. 
Αντιπαράδειγµα: 4εν δίδεται ερµήνεία 
ο ΠΗλεκτρονικό μεταφραστικό πρόγραµµα ΦΥΡΤΕΑΝ: 
Οοιπίετεχαιηρ]ς: Παράδειγμα εζαἰρεσή στον κανόνα 
Αντιπαράδειγµα: 4εν δίδεται ερμηνεία 
ο Γιοίοπατγ οὗ Μαίμεπιαίος ((.ΕΙδεπτείςῇ-ξ.106) : Παρατίθενται οι 
όροι σε Αγγλικά, Γαλλικά, Γερμανικά , αντιστοίχῶς κι ὡς εξής: 
Οοιπίοτεχαπηρίε, οοπίτε-οχοεπρΙο , (αερεποιςρίεΙ. 
Μεταφραστική μηχανή Αἱία- Ψιδία : 
Ισπανικά -οοπίταε]εππρ]ο , Ιταλικά- εοπίτο-ε5δοπαρίο., Ρωσσικά ΚΟΗΤΡΠΡΗΜΕΡ 
ο ἨΝεορελληνικό λεξικό Μπαμπινιώτη:Παράδειγµα που ανατρέπει τήν ισχύ 
υπόθεσης, άποψης κτλ. ή οποία (υπόθεση) βασίζεται σε ἀἆλλα 
παραδείγματα. «Στο άρθρο τής παρουσιάζει αντιπαραδείγµατα στήν 
υπόθεση που εἴχε διατυπώσει ο συνάδελφός της» ΕΤΥΜΟΛΙΟΓΙΗ: 
Μεταφρασμµένο δάνειο τής Αγγλικής οοιΠί6Υ-εχαπιρ]θ 
Να επισηµάνουµε , ότι ουσιαστικά τα μόνα Ελληνικά λεξικά ποὺ περιέχουν τον 
όρο αντιπαράδειγµα είναι της Μαροπία και του κ. Μπαμπινιώτη . κοινό 


χαρακτηριστικό των οποίων είναι η σύγχρονη λεξικογραφία. 


1.4 ΝΤια καινούργια υπόθεση για το ρήμα «αντιπαραδείκνυμυ 


Τα αρχαία Ελληνικά λεξικά περιέχουν το λήμμα «αντιπαραδείκνυμυ) 


από το οποίο θα μπορούσε να παραχθεί το ουσιαστικό «αντιπαράδειγμα» 


Όμως, το μοναδικό Ελληνικό λεξικό που αναφέρεται και σωστά στον όρο είναι 
του κ. Μπαμπινιώτη το οποίο όµως αποφαίνεται ότι πρόκειται για νεολογισµό- 
μετάφραση του οοµπίετ-οχαπιρ]ε όπου η κατά λέξη απόδοσή του είναι «ενάντιο- 
παράδειγµα» 
Τα τρία πιο έγκυρα λεξικά που έχοµε αναφέρουν: 
ο Ηεπεν «. ᾖ[ΙάάεΙ-ΚΒορετί οδεοίί: Παραβάλω , συγκρίνω 
αντιπαρατίθηµι, (τινά τινΏ) (ΞΞΜε κάποιον/α σε κάτι) 
ο Μέγα Λεξικόν ελληνικής ΤΓλώσσης Δ. Δημητράκου . θΟτ. 
αντιπαραβάλλω προβάλω προς σύγκρισιν αντιπαραθέτῳ. 
ο Λεξικόν Αρχαίας Ελληνικής Σταµατάκου : Παραβάλλω συγκρίνω 
«Τον Ιωάννην αντιπαραξείξαι τῷ διδασκάλω» Γρ. Νύσσης 2.91096 
Μια εκτενέστερη και εκτεταμένη αναζήτηση στον «Θησαυρό της Ελληνικής 
Γλώσσης» ὀπου το λογισμικό αναζήτησης ερευνά το σύνολο της αρχαίας 
Γραμματείας, βρήκαμε ότι το θέµα «αντιπαραδΆ» εμφανίζεται µόνο στον 
Γρηγόριο Νύσσης. 
Εκεί εμφανίζονται τρία µόνο αποτελέσµατα στην αναζήτηση, σε ένα των 
οποίων γίνεται χρήση ενός καθαρού αντιπαραδείγµατος. 
ΠΕΡΙ ΠΑΤΑΣΠΜΕΥΗΣ ΑΝΘΡΩΠΟΙΥ( 176 στίχοι 46- 
53]. 
Οἷον εἴ τις τὸν ἀληθδῆ δείξειεν 
ἄρτον, φαμὲν τὸν τοιοῦτον κυρίως ἐπιλέγειν τῷ 
ὑποκειμένῳ τὸ ὄνομα. Ἐὰ δέ τις τὸν ἀπὸ λίΦου τεχνη- 
θέντα τῷ κατὰ φύσιν ἀντιπαραδείξειεν, ᾧ σχῆμα 
μὲν τὸ αὐτὸ, καὶ τὸ μέγεθος ἶσον, καὶ ἡ τοῦ χρό- 
µατος ὁμοιότης, ὥστε διὰ τῶν πλείστων τὸν αὐτὸν 
εἶναι τῷ πρωτοτύπῳ δοκεῖν, ἐπιλείπει δὲ αὐτῷ τὸ 
καὶ τροφὴν δύνασθαι εἶναιῤ παρὰ τοῦτο οὐ κυρίως, 
ἀλλ᾽ ἐκ καταχρήσεως τῆς ἐπωνυμίας τοῦ ἄρτου τε- 


τυχηκέναι τὸν λί9ον λέγωμεν. 


(Απόδοση δική µας): Είναι το ἰδιο µε το σαν να ήθελε κάποιος να 


υποδείζει το αληθινό καρβέλι και να λέμε ότι πρέπει να το επιλέγουμε κυρίως 


απὀ το εάν ονομάζεται έτσι. 4ν όμως αντιπαραβάλλει κάποιος ένα τεχνητό, ὡως 
προς τήν φυσική του υπόσταση, απὀ πέτρα, µε ἰσο μέγεθος, ἰδιο σχήµα και όμοιο 
χρώμα , ὥστε σύμφωνα µε τα περισσότερα χαρακτηριστικά του γνωρίσματα να 
θεωρείται ὅτι είναι ἰδιο µε το πρωτότυπο και να υπολείπεται µόνο το 
χαρακτηριστικό του να είναι βρώσιμο, παρ όλα αυτά όχι κατά κανόνα αλλά 
καταχρήστικά, τήν πέτρα την λέμε καρβέλι. 

Το νόηµα συνοπτικά: Ο Γρηγόριος Νύσσης λέει, ότι όταν λέμε «άρτος» 
λέμε αυτόν που υπόκειται στο όνομα κατά όλα τα χαρακτηριστικά του, αλλιώς θα 
έπαϊρνε κάποιος ένα καρβέλι απὀ πέτρα µε ἴδιο σχήμα ἰδιο χρώμα και ίσο 
μέγεθος το οποίο βεβαίως δεν τρώγεται και θα το έλεγε « ἀρτο». Και ναι µεν 


λέμε ἀρτο, τον λίθο, αλλά καταχρηστικά. 


Είναι φανερό , ότι η χρήση του ρήματος αντιπαραδείκνυµι στο ανωτέρω 
εδάφιο . γίνεται µε την έννοια «αντιπαράδειγµα σε ορισμό». (Αληθής άρτος) 
Δεν αποκλείεται βεβαίως ο όρος αντιπαράδειγµα να είναι όντως μετάφραση -- 
νεολογισµός εκ της Αγγλικής, αλλά νοµίζοµε ότι αυτό το εύρημα θα πρέπει να 
προβληματίσει στο εάν και κατά πόσον ο ανώνυμος γλωσσοπλάστης 
περιορίσθηκε στην μετάφραση του Αγγλικού όρου, δημιούργησε λέξη χωρίς να 
γνωρίζει την ύπαρξη αντιστοίχου ρήματος ή (όπως βασίµως υποπτευόµεθα) 
απέδωσε έναν όρο έχοντας υπ΄ όψιν του Και το αρχαίο ρήμα και την σημασία 


του. 


1.5 Αρχαίες χρήσεις του Αντιπαραδείγµατος 


Το αντιπαράδειγµα είναι µια έννοια που χρησιμοποιήθηκε στην Λογική 
και κατ΄ επέκτασιν ως συστατικό της φαρέτρας επιχειρημάτων σε συζητήσεις 
και αντιπαραθέσεις φιλοσοφικού ή άλλου περιεχοµένου. Καταγράψαµε δύο 
χρήσεις του που προκύπτουν από αρχαίες γραπτές πηγές. 

Ἡ πρώτη αφορά τον διάλογο του Πλάτωνος «Γοργία όπου ο 
Καλλικλείς συνδιαλεγόµενος µε τον Σωκράτη, διαφώνεί για τον ορισμό του 
«βελτίου» και του «κρείσσονος -ισχυρού». Ο Καλλικλείς φρονεί ότι οι έννοιες 
αυτές συμπίπτουν . Τότε ο Σωκράτης του επισημαίνει ότι σύμφωνα µε αυτά που 


ισχυρίζεται ο Καλλικλείς θεωρεί του δούλους καλύτερους από αυτόν , αφού 


αν μαζευτούν πολλοί θα είναι ισχυρότεροι , άρα ....καλύτεροι! Είναι σε ένα 
σηµείο του διαλόγου, στο οποίο έχει κορυφωθεί η διαφωνία περί τῆς 
διακρίσεως βελτίωνος και αμείνώωνος . και ο Σωκράτης χρησιμοποιεί την 
λεγόμενη «Σωκρατική ειρωνεία» κάνοντας µάλιστα τον Καλλικλεί να χάσει την 
ψυχραιμία του. Πρόκειται δηλ. για «αντιπαράδειγµα σε ορισμό» λίαν 
ενδιαφέρον που φαίνεται στο παρακάτω απόσπασμα : (Στέφανος, σελ 429 - 


παρ. Ὁ στ.7 έως ε στ.) 


να 


ΠΑΛ. Οὐὗτοσὶ ἀνὴρ οὐ παύσεται φλυαρῶν. εἰἶπέ µοι, ὦ 
ΣΖώκρατες, οὐκ αἰσχύνῃ τηλικοῦτος ὢν ὀνόματα Φηρεύων, καὶ 
3 α ς / ε/ μα / - Ν λ 
ἐάν τις ῥήματι ἁμάρτη, ἕρμαιον τοῦτο ποιούµενος; ἐμὲ γὰρ 
οἴει ἄλλο τι λέγειν τὸ κρείστους εἶναι ἢ τὸ βελτίους; οὐ 
/ / ε/ » / κέ Ν / Ν. Λ 
πάλαι σοι λέγω ὅτι ταὐτόν φηµι εἶναι σὸ βέλτιον καὶ τὸ 
ο δν 3/ . αρ. λ . τά 
πρεῖστον; ἢ οἴει µε λέγειν, ἐὰν συρφετὸς συλλεγῇ δούλων 
Δ 1 » / λ μ έ Δ ./ ω 
καὶ παντοδαπῶν ἀνθρώπων μηδενὸς ἀξίων πλὴν ἴσως τῷ 
; 5 / Δ απ’ ω 5 ω ο) 
σώματι ἰσχυρίσασφαι, καὶ οὗτοι φῶσιν, αὐτὰ ταῦτα εἶναι 
νόμιμα; 
Σ9). Εἶεν, ὢ σοφώτατε ΠΜαλλίκλειςῥ οὕτω λέγεις; 
ΜΠΑΛ. Τάνυ μὲν οὖν. 
ΣΩ. Αλλ᾽ ἐγὼ μέν, ὢ δαιµόνιε, καὶ αὐτὸς πάλαι τοπάζω 
τοιοῦτόν τί σε λέγειν τὸ κρεῖττον, καὶ ἀνερωτῶ γλιχόµενος 
ρω Ἀ / «/ / . λ / τς ΔΝ Φα 
σαφῶς εἰδέναι ὅτι λέγεις. οὐ γὰρ δήπου σύ γε τοὺς δύο 
βελτίους ἡγῆ τοῦ ἑνός, οὐδὲ τοὺς σοὺς δούλους βελτίους 
- ε«/ » κ / 2 δν / ο] ον / . » ο » . 
σοῦ, ὅτι ἰσχυρότεροί εἶσιν ἢ σύ. ἀλλὰ πάλιν ἐξ ἀρχῆς εἰπὲ 
/ / Ὑ. φ νο Ἀ ο η κ / 
τί ποτε λέγεις τοὺς βελτίους, ἐπειδὴ οὐ τοὺς ἰσχυροτέρους; 
νο / / / / «/ Ν 5 / 
καὶ ὦ Φαυμάσιε πραότερόν µε προδίδασκε, ἵνα μὴ ἀποφοιτήσω 
παρὰ σοῦ. 
ΜΑΛ. Εἰρωνεύη, ὢ Σώκρατες. 
ΣΩ. ΜΙὰ τὸν Ζῆδον, ὦ Μαλλίκλεις, ᾧ σὺ χρώµενος πολλὰ 
ΔΝ 3 / / 3 » » 5 » / χ.. / Δ 
νυνδὴ εἰρωνεύου πρός µεῤ ἀλλ᾽ ἴφι εἰπέ, σίνας λελεις τοὺς 


βελτίους εἶναι; 


Περισσότερο καθαρό είναι το δεύτερο αντιπαράδειγµα σε ορισμό που 
μας διηγείται ο Διογένης ο Λαέρτιος στους «Βίους Φιλοσόφων» . Αποδίδεται 
στον Διογένη τον Κυνικό, ο οποίος θέλησε να γελοιοποιήσει τον λανθασμένο 
ορισμό του Πλάτωνα περί ανθρώπου , όπου σύμφωνα µε τον Δ.Λαέρτιο . ο 
Πλάτων είχε ισχυρισθεί ότι ο άνθρωπος είναι όν ἁπτερον δίπουν. Τότε. ο Δ. 
Κυνικός ξεπουπούλιασε έναν κόκορα και τον εισήγαγε στην σχολή του 
Πλάτωνος λέγοντας, «Ιδού ο άνθρωπος του Πλάτωνος!» Και από τότε έκανε 
διόρθωση του ορισμού ο Πλάτων εισάγοντας στον ορισμό την επί πλέον 
προὐπόθεση να είναι και.....πλατυώνυξ! 

Πέραν του γλαφυρού της ιστορίας, βλέπομε την χρησιμότητα του 
αντιπαραδείγµατος στην κατάδειξη των λανθασμένων ορισμών , και στην 
βελτίώὠση των υποθέσεων στην επιστημονική έρευνα. Μπορούμε επί πλέον να 
πούμε ότι και το συγκεκριµένο παράδειγµα του Διογένους του Κυνικού είναι 
και εξόχως παιδαγωγικό . λόγω του ότι είναι εντυπωσιακό ενώ η έμπρακτη 
κατασκευή του (µη λεκτική) ήταν παραστατική και άρα καταλυτική για την 
διόρθωση του ορισμού εκ μέρους του Πλάτωνος! 

Παραθέτουµε το πρωτότυπο απόσπασμα το οποίο είναι πλήρως 


κατανοητό: 


Πλάτωνος ὁρισαμένου, ᾿Ανθρωπός ἐστι ζῷον δίπουν ἅπτερον, καὶ 
εν ” ἡά 3 η » / αν Χ ει Χ Ἁ. ὰ 
εὐδοκιμοῦντος, τίλας ἀλεκτρυόνα εἰσήνεγκεν αὐτὸν εἰς τὴν σχολὴν καί 
τν ή 9 ς / 2/ »/ ε/ ω. 
φησιν, ᾿οὗτός ἐστιν ὁ Πλάτωνος ἄνθρωπος.” ὅφεν τῷ ὅρῳ 
/ Ν ’ 
προσετέΦη τὸ πλατυώνυχον. 


(Διογένης Λαέρτιος, «Βίοι Φιλοσόφων» Βιβλίο 6 παρ.40 στ. 5-9) 


2. Επιστηµολογία και αντιπαράδειγµα 


Ἡ θέση του αντιπαραδείγµατος στην επιστηµολογία κατέχει κύρια θέση 


και ειδικά παίζει θεμελιώδη ρόλο στην διαψευσιοκρατία.. 


Ἡ διαψευσιοκρατία είναι µια σχολή µε κύριους εκπροσώπους τους 
Ῥορρετί και Γ,αΚαίος , η οποία αναπτύχθηκε κυρίως ὡς αντίθεση στην ατελή (µη 
μαθηματική ) επαγωγή που χρησιμοποιούν όλες οι επιστήµες πλην των 
μαθηματικών για να ερμηνεύσουν . περιγράψουν και προβλέψουν διάφορα 
φαινόμενα. Σύμφωνα µε τους διαψευσιοκράτες, όσες παρατηρήσεις και να 
έχουμε στην διάθεσή µας, είναι αδύνατον να βγάλουμε έγκυρους καθολικούς 
νόμους και θεωρίες . πράγµα που κάνουν οι Επαγωγιστές. Από την άλλη 
πλευρά . είναι δυνατόν µόνο µε ενικές παρατηρησιακές αποφάνσεις . να 
διαψεύσουµε γενικούς νόµους εκτελώντας λογικές πράξεις. 

Παραδείγματος χάριν: 

Έχοντας δεδομένη την απόφανση «Ένα κοράκι που δεν ήταν μαύρο 
παρατηρήθηκε στην θέση χ την ώρα Ό)., έπεται λογικά ότι η απόφανση «όλα τα 


κοράκια είναι μαύρα» είναι ψευδής. Δηλ. το επιχείρημα : 


Προκείµενη: Ένα κοράκι το οποίο δεν ήταν μαύρο, παρατηρήθηκε στην θέση χ 
κατά την χρονική στιγµή { 


Συμπέρασμα: Δεν είναι όλα τα κοράκια μαύρα 


συνιστά έναν λογικώς έγκυρο παραγωγικό συλλογισμό. 

Το παρατηρηθέν µη μαύρο κοράκι συνιστά αντιπαράδειγµα στον 
ισχυρισμό της πρότασης «Όλα τα κοράκια είναι μαύρα» 
Άλλο παράδειγµα: 

Αν µε κάποιο τρόπο παρατηρούσαµε ότι δύο σώματα μαζών 1Κοτ και 
10Κοι αντιστοίχως εκτελούν ελεύθερη πτώση σε χρόνους που δεν είναι 
ανάλογοι των μαζών και εντός των ορίων σφαλμάτων τῶν μετρήσεων, τότε 
έχουμε βρει ένα αντιπαράδειγµα στον νόµο τῆς πτώσης τῶν σωμάτων κατ΄ 
Αριστοτέλη. Ο. Αριστοτέλης έλεγε ότι τα σώματα εκτελούν εντός του αέρα 
ελεύθερη πτώση σε χρόνους αναλόγους τῶν βαρών τους , ενώ ένα σώµα 
βουλιάζει σε διαφορετικά υγρά σε χρόνους αντιστρόφως αναλόγους των 


/ / 3 
ειδικών βαρών τους. 





Σήµερα φαίνεται εξαιρετικά περίεργη η µη διάψευση ενός τέτοιου χοντροκοµµένου νόµου για 
την ελεύθερη πτώση, δεδομένου ότι στην αρχαιότητα και χρονόµετρα υπήρχαν και ζυγοί 
ικανοποιητικής ακριβείας ώστε τουλάχιστον να μετρούν το µη δεκαπλάσιον του χρόνου 
πτώσης. Πρέπει να δεχθούµε ότι εδώ βρήκε εφαρµογή η απέχθεια που ένοιωθαν οι αρχαίοι προς 


Ἱστορικό είναι και ένα άλλο αντιπαράδειγµα που έχει χρησιμοποιήσει ο 
ΓΕ εἰρπήΖ µαζί µε χρήση της εις άτοπον απαγωγής ενάντια στους διατυπωθέντες 
νόμους της κίνησης απὀ τον Ὠοεδεκτίες . Συγκεκριµένα είπε: 

Νόμος 1: Αν δύο σώματα Α., Β µε ίσες µάζες και αντίθετες ταχύτητες , 
συγκρουσθούν κεντρικά τότε ανταλλάσσουν ταχύτητες . κινούμενα 
αντίρροπα. 

Νόμος 2 : Αν δύο σώματα Α. Β µε διαφορετικές µάζες και αντίρροπες 
ταχύτητες συγκρουσθούν κεντρικά, τότε το σώµα μεγαλύτερης µάζας συνεχίζει 
την κίνησή του µε την ίδια ταχύτητα, ενώ το σώμα µε την μικρότερη µάζα 
λαμβάνει την ταχύτητα του µεγαλυτέρου. 

Ο ΤοἴδηϊΖ επιχειρηµατολόγησε Ως εξής: Μπορούμε να υποθέσουµε ότι η 
διαφορά τῶν μαζών γίνεται οσοδήποτε µικρή . Τότε για µια απειροελάχιστη 
διαφορά στην µάζα . θα ισχύει και ο νόμος 1 και ο νόμος 2. Δηλαδή . η αιτία 
της απειροελάχιστης διαφοράς µάζας, προκαλεί την μεγαλύτερη δυνατή 
διαφορά στο αποτέλεσµα. Αλλά . ὡς γνωστόν, η φύση δεν κάνει άλματα 

Σήµερα θα λέγαμε ότι αν ισχύει ο νόμος | και μετακινηθεί ένα 
ηλεκτρόνιο απὀ το σώμα Α στο σώμα Β . θα προκληθεί η μέγιστη δυνατή 
διαφορά στο αποτέλεσµα.” 

Το κυριότερο χτύπημα του ΡοΡρΡοτ εναντίον του θεμελιακού χαρακτήρα 
της γνώσης δίνεται στο πρόβλημα της επαγωγής. Εκεί επικεντρώνει ο Ῥορροί 
την κύρια αντίθεσή του στον θετικισµό, επιστρέφοντας στα παλιά σχετικά 
επιχειρήματα του Ὠανιά Ηιπιε εναντίον του επαγωγικού συμπερασμού . Για 
παράδειγµα, επειδή όλοι οι κύκνοι που παρατηρήθηκαν ὡς κάποια χρονική 
στιγµή είναι λευκοί, δεν σηµαίνει ότι υπάρχουν οι λογικές βάσεις για να 
αποκλεισθεί ότι σε µια επόμενη παρατήρηση µπορεί να βρεθεί ένας μαύρος 


κύκνος (κάτι που έχει στην πραγματικότητα συμβεί µε την ανακάλυψη μαύρων 





πάσα µορφή πρακτικής ενασχόλησης όπως είναι οι μετρήσεις, αφού πίστευαν ότι η προσέγγιση 
της γνώσης γίνεται µόνο µετον νου. 

Τον νόµο της πτώσης του Αριστοτέλη διέψευσε εφυιέστατα ο Γαλιλαίος, ο οποίος έριξε δύο 
πόρτες ιδίου σχήματος 2 φορές απὀ γκρεμό. Η µία ήταν σιδερένια και η άλλη ξύλινη 
(ελαφρύτερη) . Την µια φορά έβαλε την ξύλινη κάτω και την σιδερένια πάνω και την άλλη 
εναλλάξ. Καιτις δύο φορές οι πόρτες έφθασαν µαζί κάτω. Αν ίσχυε ο νόμος του Αριστοτέλη, 
θα έπρεπε να παρατηρηθεί την πρώτη φορά ταυτόχρονη άφιξη , αφού η σιδερένια θα ὠθούσε 
την ξύλινη, αλλά την δεύτερη θα έπρεπε να παρατηρηθεί απόκλιση , καθώς η σιδερένια θα 
απεσπάτο από την ξύλινη, πράγµα που δεν παρετηρήθη! 


4 - σάς, χ ο . ἕ µ ; 
Το επιχείρηµα του Γ,οἴοπΙίΖ φαίνεται να προέρχεται κατ΄ ευθείαν από τον απειροστικό 
λογισμό και την λογική τῶν απειροστών ποσοτήτων µετις οποίες κατετρίβετο. 
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κύκνων στην Αυστραλία). Σύμφωνα µε τον Ηιπιο η επαγωγική λογική οδηγεί 
σε µια ατέλειωτη αναδρομή µε την έννοια ότι, επειδή δεν ξέρουμε αν µια ακόµη 
παρατήρηση θα επαληθεύσει ή θα διαψεύσει την υπόθεσή µας, για αυτό 
χρειάζεται να την κάνουμε, βρισκόµενοι όµως πάλι στην ίδια κατάσταση. οπότε 
ξανακάνουµε την παρατήρηση κοκ. Με άλλα λόγια, ενώ το γενικό αναφέρεται 
σε µια απειρία περιπτώσεων, οἱ εμπειρικές παρατηρήσεις του ειδικού 
περιορίζονται να ελέγξουν µόνο ένα πεπερασμένο πλήθος απὀ αυτές, οπότε 
ποτέ δεν είµαστε σίγουροι αν η επόµενη περίπτωση δεν θα παραβιάσει τον 
γενικό κανόνα. 

Για να βγει από το αδιέξοδο αυτό της επαγωγικής λογικής, ο ΡοΡΡρεΓ 
διαμορφώνει έναν άλλο τρόπο συμπερασμού , στον οποίον αντικαθιστά την 
αρχή της επαλήθευσης µε την αρχή της διάψευσης. Η επιστηµολογική μέθοδος 
του ῬορΡρετ, βασίζεται σε εικασίες και ανασκευές. Είναι επίσης γνωστή όπως 
προείπαµε ως ὁδιαψευσιοκρατία ή μέθοδος δοκιμής και λάθους. Σύμφωνα µε 
αυτήν, η επιστήµη δεν ξεκινά από τις παρατηρήσεις, για να προχωρήσει µετά σε 
επαγωγικές συναγωγές, όπως ισχυρίζονται οι επαγωγιστές. Αντιθέτως, αρχικά 
τίθενται κάποιες εικασίες, δηλαδή, υποθετικά συμπεράσματα, τα οποία στη 
συνέχεια οἱ επιστήµονες υποβάλλουν σε εμπειρικές δοκιμασίες προσπαθώντας 
να τα ανασκευάσουν κρατώντας απέναντί τους µια κριτική στάση και 
πειραματιζόµενοι µε εναλλακτικές υποθέσεις. Στην θέση λοιπόν της 
επαγωγικής λογικής (τη συναγωγή απὀ το ειδικό στο γενικό). ο ΡοΡΡεί βάζει 
την παραγωγική λογική (τη συναγωγή από το γενικό στο ειδικό) µέσω της 
διάψευσης (ανασκευής) µιας υπόθεσης (εικασίας). 

Μια επιστημονική θεωρία, που επιβιώνει µετά απὀ ένα σηµαντικό πλήθος 
κριτικών ελέγχων και πειραματικών δοκιμασιών, µπορεί να Ὑίνει µόνο 
προσωρινά αποδεκτή, ποτέ σε οριστική βάση, μέχρις ότου συμβεί να 
απορριφθεί σε κάποια ενδεχόμενη μελλοντική δοκιμασία. Με άλλα λόγια, 
καμιά θεωρία δεν είναι για τον ΡοΡΡρετ επαληθεύσιµη, απλώς µπορεί να έχει 
υψηλό βαθµό εμπειρικής ενίσχυσης (οοιτοῦοταΠοη). κάτι που σηµαίνει ότι όλες 
οι επιστημονικές θεωρίες είναι κατά κανόνα διαψεύσιµες. Επιπλέον, πολλές 
φορές, υπάρχουν επιστημονικές θεωρίες, που μολονότι ήδη έχουν διαψευσθεί, 
συνεχίζουν να γίνονται αποδεκτές. Σαν ένα τέτοιο παράδειγµα ο ΡοΡΡρεΓ 
συνήθιζε να φέρνει τη Νευτώνεια μηχανική. Η θεωρία του Νεύτωνα βρισκόταν 


σε µια εντυπωσιακή συμφωνία µε την παρατήρηση και το πείραμα απὀ τον 


1Η! 


καιρό που πρώὠτο-εμφανίσθηκε (το 1657) ὡς το 1900. Στην περίοδο όµως 1900- 
20 βρέθηκε να µην είναι ακριβής από την άποψη της σχετικιστικής μηχανικής, 


χωρίς όµως να έχει από τότε εγκαταλειφθεί 


3.Λογική και αντιπαράδειγµα 


3.1. Ο Μαθηματικός ορισμός του αντιπαραδείγµατος 


Ένας βασικός νόμος της λογικής, είναι ο νόμος της αποκλίσεως 
µέσου ή τρίτου του Αριστοτέλη. Σύμφωνα µε αυτόν, για κάθε λογική πρόταση 
Ρ, ή θα είναι αληθής η Ρ . ἠθα είναι αληθής η αντίθετής της, η --ρ. 

Δηλ. η Ρ είναι αληθής εάν και µόνον εάν η -ιΡ είναι ψευδής και επίσης ., η --ιΡ 
είναι αληθής εάν και µόνον εάν η Ρ είναι ψευδής. 

Ο παραπάνω νόμος ισχύει στα πλαίσια της Αριστοτέλειας λογικής ή 

όπως αλλιώς λέμε στα πλαίσια της δίτιµης λογικής Δηλ. κάθε πρόταση Ρ 
µπορεί να λάβει δύο µόνο τιµές :Α (αληθής) ή Ψ (ψευδής) 
Τα παραπάνω λ.χ. µας επιτρέπουν να χαρακτηρίσουμε παράλογο το ερώτημα : 
«Μπορεί ο Θεός ως Παντοδύναμος να κατασκευάσει µία πέτρα που να µην 
µπορεί να τήν σηκώσει» Διότι ισοδυνάµως είναι ὡς αν να ερωτάµε εάν ο 
Θεός µπορεί ταυτοχρόνως να είναι «Παντοδύναμος» και «όχι Παντοδύναμος» 
δηλ. µια πρόταση Ρ να είναι αληθής και ταυτοχρόνως να είναι αληθής και η 
-πΒ, πράγµα που αποκλείει η Αριστοτέλεια Λογική. 

Ὑπάρχουν βεβαίως και πλειότιμες Λογικές όπου µια πρόταση Ρ δεν 
είναι αληθής ή ψευδής αλλά έχει ένα βαθµό αληθείας μεταξύ 0 και {.. 
Ὑπάρχουν επίσης Μαθηματικές σχολές όπως αυτή του Ολλανδού Β{οιννεγ , η 
σχολή του Ενορατισμού ή Ιντουσιονισμού όπου η μέθοδος απόδειξης της εις 
άτοπον απαγωγής δεν ισχύει, απαιτούνται και πρόσθετες προὺποθέσεις για την 
συνεπαγωγή , Και επίσης κάθε απόδειξη θα πρέπει να είναι κατασκευάσιµη, 


σύμφωνα µε µια στενή έννοια κατασκευασιµότητας. 
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Στις πλειότιµες λογικές και στα κατασκευαστικά -Ιντουσιονιστικά 
Μαθηματικά δεν έχει θέση τη λογική του αντιπαραδείγµατος όπως θα 


παρουσιασθεί εδώ, αλλά µόνο στην κοινή- γνωστή µας . Αριστοτέλεια 


Προτασιακός τύπος Είναι αληθής Είναι ψευδής 


Αν για όλα τα χ, η Ρ(3) | Αν για ένα τουλάχιστον 


Λογική. 







είναι αληθής χ. η Ρ(γ) είναι ψευδής 





Αν για ένα τουλάχιστον | Αν για όλα τα χ, η Ρ(ὰΧ) 


χ.η Ρ(Χ) είναι αληθής είναι ψευδής. 





Αν για όλα τα χ -η Ρ(Χ) | Αν για ένα τουλάχιστον 


είναι ψευδής χ. η Ρ(0) είναι αληθής 





Αν για ένα τουλάχιστον | Αν για όλα τα χ, η Ρ(Χ) 


χ. η Ρ(χ) είναι ψευδής. είναι αληθής. 











Επειδή το αντιπαράδειγµα σχετίζεται άµεσα µε τους ποσοδείκτες Ὑκαι4 {: 


«Λια κάθε» και «υπάρχευ) παραθέτουμε έναν πίνακα µε την σημασία τους στις 


προτάσεις : 


Από τον ανωτέρω πίνακα , παρατηρούμε, ότι : 


κ) α)!) (κ) -Γα)) 


“(9 Ρο)) (σα) ια) 


Σύμφωνα µετις προηγούμενες ταυτολογίες, είμαστε έτοιµοι να δώσουμε 





τον παρακάτω ορισμό του αντιπαραδείγµατος: 





ΟΡΙΣΜΟΣ: Εάν θέλουµε να αποδείξουµε ότι η πρόταση «να: Ρ(α)» είναι 
ψευδής, πρέπει κι αρκεί να αποδείξουμε ότι η πρόταση «Ἄκ:--ιρ(α)» είναι 


αληθής. Δηλαδή , πρέπει να βρούμε ένα στοιχείο του σχετικού συνόλου 


Χ 


αναφοράς έτσι ώστεη Ρ( χι) να είναι ψευδής. 


Το χ, θα λέγεται τότε αντιπαράδειγµα στην πρόταση «νκ: Ρ(4)» 
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Σύμφωνα µε τον πιο πάνω ορισμό η έννοια αντιπαράδειγµα εννοείται 
ως «ενάντιο παράδειγμα) δηλαδή «παράδειγµα ενάντια σε ισχυρισμό» . 
Όταν όμως ένα παράδειµα δεν πληροί έναν ορισμό . εκτός από 
«αντιπαράδειγµα) το χαρακτηρίζουµε και ὡς «μη -- παράδειγµα) Αλλά, όπως 
η πρόταση -ισχυρισµός καθορίζει παραδείγματα δύο κλάσεων , αυτή των 
παραδειγµάτων που τον ικανοποιούν και αυτή των παραδειγµάτων που δεν την 
ικανοποιούν , ομοίῶς και ένας ορισμός ορίζει δύο αντίθετες κλάσεις . αυτή 
των παραδειγµάτων που τον ικανοποιούν και την Κλάση των παραδειγµάτων 
που δεν τον ικανοποιούν. Έτσι, αναλογικά, , λέμε και το µη-παράδειγμα σε 
ορισμό (παράδειγµα µη εκπληρόν τον ορισμό) και αυτό αντιπαράδειγµα. 

Εδώ υπάρχει και ένα λεπτό σηµείο : Ο ξεπουπουλιασµένος κόκορας του 
Διογένη του Κυνικού , ήταν παράδειγµα στον ορισμό του Πλάτωνος και µη- 
παράδειγµα (αντιπαράδειγµα) σε άλλον (κοινής αποδοχής-υπονοούμενο) 


ορισμό. 


3.2}. Τα είδη του αντιπαραδείγµατος 
Ἡ γενική ταξινόμηση τῶν αντιπαραδειγµάτων σε σχέση µε την µορφή 


τοὺς περιλαμβάνει τρεις βασικές-γενικές κατηγορίες, αλλά και πολλές ειδικές 


1.Ειδικό --αριθμητικό αντιπαράδειγµα: Είναι αυτό που δεν δίνει 
καμία πληροφορία για τον τρόπο κατασκευής του , αλλά ούτε και πώς 
μπορούμε να κατασκευάσουµε άλλο παρόμοιο αντιπαράδειγµα. 
λ.χ. ειδικό αντιπαράδειγµα συνεχούς συναρτήσεως είναι τη 
Ι . αν Υ ρήτος 


που είναι παντού ασυνεχής. 
-ἶ . αν γ αρρητος 


ΓιΕ- ΣΕ µε ω-ὴ 


2. Ημι-γενικό αντιπαράδειγµα : Είναι αυτό που µας δίνει πληροφορία 


για τον τρόπο κατασκευής του , μπορούμε από αυτό να κατασκευάσουµε πολλά 
ειδικά (συνήθως άπειρα ) αλλά δεν καλύπτει όλη την υπάρχουσα κλάση 


αντιπαραδειγµάτων. Λόχου χάριν . ημµιγενικό αντιπαράδειγµα συνεχούς 




















συνάρτησης είναι η ΓΙΚ-»Ἑ µε 
: ο 
ως ος ... σχεξ 
β, κ αρρητος 
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Είναι ημιγενικό αντιπαράδειγµα , αφού για τις διάφορες τιµές των α, β 


λαμβάνουμε απειρία αντιπαραδειγµάτων τα οποία όμως φυσικά , δεν 

















καλύπτουν όλα τα αντιπαραδείγµατα, αφού λ.χ.η συνάρτηση σ:Κ-» με 





ᾖ(4) . χ ρητος 

σ(α)Ξ . - ο, µε (Ἠ,{, συνεχεις στο Κ) και Π(α)πε(α)νγεκ 
είναι ένα ημιγενικότερο αντιπαράδειγµα . µιας και καλύπτει την προηγούµενη 
Κλάση και είναι ευρύτερη αυτής. αλλά και πάλι, δεν καλύπτεται η κλάση όλων 
των αντιπαραδειγµάτων. Ὀσο κι αν γενικεύσουµε το προηγούμενο 
αντιπαράδειγµα εισάγοντας πεπερασµένους στο πλήθος ή απείρους κλάδους σε 
ισάριθµες διαµερίσεις του Ε , ή μεταβάλλοντας το πεδίο ορισμού, δεν θα 
µπορέσουµε να καλύψουμε µε µια αναλυτική έκφραση την κλάση των παντού 
ασυνεχών συναρτήσεων. Αυτή την κλάση την καλύπτει (όταν υπάρχει) το : 

3. Γενικό αντιπαράδειγµα : Είναι το αντιπαράδειγµα που αποκαλύπτει 
γιατί µια πρόταση είναι λάθος και προτείνει τρόπο παραγωγής ολόκληρης της 
κλάσης αντιπαραδειγµάτων. Για να συνεχίσουμε στο ίδιο θέµα της συνέχειας, 
ως γενικό αντιπαράδειγµα συνεχούς συναρτήσεως σε διάστηµα Δ..,, θα 
06). παρ 


ασε ου τας 














μπορούσαμε να πάρουµετην ϱ:Δ-ὸ»Κ µε σ(χ)- | | με Τσ) 


συνεχή συνάρτηση στο Δ.., ποὺ µας δίνει τον γενικό τρόπο κατασκευής 
ασυνεχούς συνάρτησης σε ένα µόνο σηµείο της. 

Αυτό φαίνεται Καλύτερα όταν παραλείπουμε σε µια πρόταση µια 
αναγκαία συνθήκη για την ισχύ της πρότασης. Τότε, όσα παραδείγματα δεν 
ικανοποιούν την συνθήκη. δεν ικανοποιούν και την πρόταση. Στο θεώρημα του 
Ῥο[Ζζαπο η συνθήκη να µην έχει σταθερό πρόσημο η συνάρτηση στο διάστηµα 
[α,β] είναι αναγκαία. Επομένως κάθε συνάρτηση που έχει σταθερό πρόσημο σε 
ένα διάστηµα δεν έχει και ρίζα σε αυτό το διάστηµα και άρα δεν πληροί το ϐ. 


Ῥο[Ζαπο Έτσι ένα γενικό αντιπαράδειγµα στο ϐ. Βο1!Ζα8πο είναι κάθε συνάρτηση 











Γ: [α,0]-» ΚΚ για την οποία ισχύει {κ)»50 νχε[α.ρ] ή Επςθ νχε[α,ρ]. 





Βεβαίως υπάρχουν και άλλα γενικά παραδείγματα συναρτήσεων που δεν 
διατηρούν σταθερό πρόσημο στο [α.β] και δεν πληρούν το ϐ. Βο]ζαπο διότι 
δεν είναι συνεχείς ή είναι µεν συνεχείς, αλλά δεν έχουν ετερόσηµες τιµές στα 


άκρα α, β., όπως και άλλα που τα εξετάζουμε στο οικείο κεφάλαιο. 
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Πέραν όμως αυτής τῆς γενικής κατηγοριοποίησης, υπάρχουν και ειδικές 
κατηγοριοποιήσεις ανάλογα µε άλλα χαρακτηριστικά του αντιπαραδείγµατος. 


Παραθέτουµε µερικά παραδείγματα: 





Παράδειγμα 1. Έστω η πρόταση: «Ὑχε]:|χ/0». Το στοιχείο χρςθ είναι 
ένα αντιπαράδειγµα στην πρόταση . αφού θΕ 1 και |0:-0. Προφανώς, για 
την συγκεκριμένη πρόταση , είναι και το μοναδικό αντιπαράδειγµα. 
Παράδειγμα 2.Έστω η πρόταση: «νχεΝ:]κ΄ Σχ». Για να δείξουμε ότι είναι 
ψευδής, πρέπει κι αρκεί να αποδείξουμε ότι η αντίθετή της. η 
«χιεΝ:αὸ «αι» Εδώ έχοµε δύο µόνο δυνατά αντιπαραδείγµατα , δηλ. 
χο Ε{θ,Τ 
Παράδειγµαθ.(ΕπΙοεΓ) Ἔστω η πρόταση: 

«πύνεΝ:οαριθµόςν΄ ν «41 είναιπρώτος» Ο νοςβ0 είναι ένα 
αντιπαράδειγµά τῆς, αφού 40΄3-40:-4 ἱ--40(40::1)1-41--41(40-:1)--413. 

Το 41 είναι και το ελάχιστο αριθμητικό αντιπαράδειγµα . αφού για 
νξθ.1.2.32.4,....39 η πρόταση είναι αληθής. 

Παράδειγμα 4 Ἐστωη πρόταση: «ννεν;: 2'2ν" » είναι αληθής µόνο αν 
νοκ” (κεἢ)}). Συνεπώς οιτιµές ν-0,1.2.3.4... οκ , συνιστούν κ; ΕΙ το πλήθος 
αριθµητικά αντιπαραδείγµατα. Δηλ. έχω µη φραγµένο πλήθος 
αντιπαραδειγµάτων. 


Παράδειγμα 5. (Εεγπιαί) Έστω η πρόταση: «νν ΕΝ: η ακολουθία 


1 Ξ 2” «ΕΙ είναι ακολουθία πρώτων αριθμών» Η πρόταση είναι αληθής 








για ν-θ .1.2.3.4 . όπου οι αντίστοιχοι όροι χρς2 .χις»., χοΞΙ7. 5257. 
χα-65.537 είναι πρώτοι. αλλά όπως έδειξε ο ΕμΙεΓτον 18’ αιώνα 


καταρρίπτοντας τον ισχυρισμό του Εοετπαί, για νΞ» , ο αριθµός 


χο η Ξ4.294.967.297 αναλύεται σε γινόμενο ὡς 641 «6700417 και άρα είναι 
σύνθετος. 

Παράδειγμα 6. (Εικασία Τ,εἰρπί{Ζ) Έστω η πρόταση «Ο αριθµός ν'-ν 
όπου κ περιττός., διαιρείται µετονκ.,γιακάθεν εΝ µεν22.» 

Ἡ πρόταση είναι αληθής για νς2. 5.7 όπως ο ίδιος ο ΓεἴρπΗΖ απέδειξε ., αλλά ο 
ίδιος γρήγορα βρήκε ένα αντιπαράδειγµα στην εικασία του .. αφού ο αριθµός 2΄- 


2510. δεν διαιρείται µε το 9 «(ιστορικό αντιπαράδειγµα) 
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Παράδειγμα 7. Έστω η πρόταση: «Ο αριθµός ΑΞ991ν΄-Η , δεν είναι τέλειο 
τετράγωνο» 
Ἡ ανωτέρω πρόταση δεν είναι αληθής, αλλά το μικρότερο αριθμητικό 
αντιπαράδειγµα που µπορεί να ευρεθεί αποδεικνύεται’ ότι είναι ο απίστευτα 
μεγάλος αριθµός, τάξεως 10” (:- Όσα μόρια περιέχουν περίπου 6 τόνοι 
σίδερο) συγκεκριµένα ο ν«12055735790331350447442535767. 

Προσφύγαμε για επαλήθευση (μερική) στο πρόγραµµα Μαίποεπιαίσα 84, 
όπου πράγματι λάβαμε την εντυπωσιακή επαλήθευση , δηλ.: 
( 3795164002068119306380148»26080)7-.991 κ 1205517357903311359447442538767 )Ι 
(Θα μπορούσαμε να το χαρακτηρίσουµε ως αντιπαράδειγµα.. πρακτικά 
μεγάλης δυσκολίας) 


Παράδειγμα δ. (17 αιώνας) «Οι αριθµοί 31. 331. 3331. 33331..... Είναι 
πρώτου Αντιπαράδειγµα ελάχιστο : 4933.3933.331-1Ι7Χ19.607.δ43 
Παράδειγμα 9. (Εικασία ΕιΙοι) «Η εξίσωση χνψίω' δεν έχει ακέραιες 
λύσειο Ο Νοαπι ΕΙΚίς το 1958 έδωσε το αντιπαράδειγµα : 
2.652.440΄3.15.365.639/-8.760.7607--20.615.673 (όποιος αμφιβάλλει ας 
κάνει την επαλήθευση µετο ...χέρι)) 

Παράδειγμα 10. «Δεν υπάρχει περιττός τέλειος αριθµός» Σε αυτή την 
πρόταση δεν έχει ανακαλυφθεί αντιπαράδειγµα, αλλά ούτε γνωρίζουμε αν 
υπάρχει τέτοιο αντιπαράδειγµα.. 


3.3. Λεκτικές διατυπώσεις υποκρύπτουσες αντιπαράδειγµα 


Το αντιπαράδειγµα στην μαθηματική βιβλιογραφία δεν εμφανίζεται πάντα 
µε το όνομά του. Μάλιστα αυτό αποτελεί τον κανόνα ., καθώς όπως είδαμε ως 
λέξη καθ΄ εαυτή δεν είναι διαδεδομένη όσο θα έπρεπε. ενώ «ὡς έννοια φυσικά 
ενυπάρχει αρχαιόθεν και καλύπτεται πίσω από περιφραστικές ονομασίες όπως 
«ειδικό παράδειγµα», «αντίθετο παράδειγµα», «μη παράδειγµα» . ή (το 
συνηθέστερο) απλώς «παράδειγµα , αφού πράγματι το «αντιπαράδειγµα» 
είναι µεν ένα παράδειγµα όπως και όλα τα άλλα , αλλά λαμβάνει το πρόσφυµα 
της πρόθεσης «αντ όταν υπάρχει πρόταση προς την οποία εναντιώνεται. Δηλ. 


το αντιπαράδειγµα ὃδεν είναι ένα είδος παραδείγματος . αλλά 





ΣΜπάµπης Τουμάσης «Σύγχρονη Διδακτική των Μαθηματικών» σελ..310.. Ο συγγραφέας 
παραπέμπει στον δοιπίπς]γ [.9. (1975) “Τπε Μείποά οἱ πια(ποπια!ἶσα] Ππάποίίοπ” Μοδεονν : ΜΙΤ 
ΡυβΗςῃοις. 


17 


χαρακτηρίζεται έτσι απὀ την χρήση του σε κάποια συγκεκριμένη 
αποδεικτική διαδικασία διάψευσης ενός ισχυρισμού -προτάσεως, σύμφωνα 
και µε τον τεθέντα ορισμό. 

Πρέπει να αναφέρουμε, ότι τα αντιπαραδείγµατα (µε ένα µακροσκοπικό- εκ 
πρώτης όψεως -γρήγορο κριτήριο ) παρατίθενται συνήθως στα «σχόλια» ή 
στις «παρατηρήσεις» των διδακτικών εγχειριδίων ή συγγραμμάτων έπειτα από 
τα θεωρήματα και τους ορισμούς. Όσο περισσότερο διδακτικό είναι ένα 
σύγγραμμα τόσο περισσότερο έχει φωτίσει τα διδακτικά και επιστηµολογικά 
εμπόδια που εκ των πραγμάτων παρουσιάζονται και απαιτούν διευκρίνιση. µε 
σχόλια και παρατηρήσεις. Τα συνήθη λάθη των σπουδαστών είναι ο καλύτερος 
οδηγός. Τα μαθημµατικώς πιθανά ενδεχόμενα λάθη. συνήθως είναι άπειρα και 
υπεραριθµήσιμα στο πλήθος. Αν οι σπουδαστές προτιμούν να κάνουν 
πεπερασμένα , μικρού πλήθους και επαναλαμβανόμενα λάθη ,αυτό υποδηλοί 
κάτι εξαιρετικά σηµαντικό που κρούει τον κώδωνα του διδάσκοντος ὡς προς 
την ποιότητα του µαθήµατος που γίνεται στην τάξη του. Αυτό είναι ένα 
τεράστιο ζήτημα παιδαγωγικής υφής που θα το θίξουµε παρακάτω. 

Σε ό,τι αφορά όμως το διδακτικό βιβλίο, χρειάζονται τα κατάλληλα 
παραδείγµατα και αντιπαραδείγµατα που θα διευκρινίζουν ολόκληρο το εύρος 
ενός ορισμού ή όλες τις περιπτώσεις εφαρµογής ενός θεωρήματος και θα 
προλαμβάνουν τις συνήθεις παρανοήσεις τις οποίες γνωρίζουμε εκ προσωπικής 
ή συλλογικής πείρας . καταγεγραμµένης ή µη. Έμφαση θα πρέπει να δίνεται 
στα «εφαπτόμενα αντιπαραδείγµατα) δηλ. σε αυτά που δεν εκπληρούν ένα 
θεώρημα ή έναν ορισμό «πάρα µία συνθήκη», ενώ εκπληρούν ενδεχομένως 
όλες τις υπόλοιπες. 

Αλλά ας δούµε πώς και που υποκρύπτονται ή πώς εισάγονται ασκήσεις που 
απαιτούν αντιπαράδειγµα , όπως και τις αντίστοιχες λεκτικές εκφράσεις που 


συνήθως τα εισάγουν: 


. . «Δίνεται η πρόταση Ρ(κ) καιχεά «Σε περίπτωση που η Ρ(χ) είναι 


αληθής να αποδειχθεί, άλλως να δοθεί κατάλληλο αντιπαράδειγµα) 


Το παραπάνω υπόδειγμα είναι ένα Κλασικό υπόδειγμα άσκησης ή 


προβλήματος µε ανοικτή διατύπωση και κλειστή απάντηση. Μπορεί να δοθεί 
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και µε ανοικτότερη διατύπωση όπως : «Να εξετασθεί η ισχύς της πρότασης 
Ρ(κ). χε» Συνηθέστατα το Α είναι απειροσύνολο. Τέτοιες διατυπώσεις 


απουσιάζουν εντελώς απὀ τα εν χρήσει διδακτικά εγχειρίδια της Μ.Ε. ενώ 
συναντώνται στα Πανεπιστημιακά µαθηµατικά της ημεδαπής και τῆς 
αλλοδαπής. 

Ἡ έλλειψη ασκήσεων τέτοιας µορφής δεν έχει να κάνει µε το 
αντιπαράδειγµα καθ΄ εαυτό, αλλά µε την απουσία προβλημάτων ανοικτής 
διατύπώσης είτε ανοικτής απάντησης , τα οποία υπάρχουν στην Μ.Ε των 
περισσότέρων σχολείων της αλλοδαπής στην Ε.Ε. Η εναρμόνιση της Χώρας 
μας σε αυτό το θέµα µε τα ισχύοντα έχει αρχίσει τα τελευταία χρόνια µέσω 
διαλόγου, που οριοθετεί, άλλοτε προφανείς όρους ({ όπως τι είναι άσκηση, 
ποία η διαφορά της από το πρόβλημα, τι σηµαίνει πραγµατικό πρόβλημα τι 
ανοικτό πρόβλημα τι κλειστό κτλ.) και άλλοτε µε την νομοθετική αναγκαιότητα 
εισαγωγής πραγματικών προβλημάτων στην διδασκαλία µιας έννοιας ή στους 
εισαγωγικούς διαγωνισμούς (που ευρύτατα επισήμως και ανεπισήµως 
αποκαλούνται και «εξετάσεις» χωρίς να είναι;.) Σε κάθε περίπτωση γίνονται 
συζητήσεις και διευκρινίζονται κάποιες ορολογίες ώστε να εννοούμε όλοι το 
ίδιο όταν αναφερόµεθα επί των ιδίων και να µην υπάρχει σύγχυση επί των 
ορισμών. Ὑπάρχουν βεβαίως αρκετά να γίνουν. Σε σχέση όμως µε το 
αντιπαράδειγµα και την διδακτική του χρήση θα μπορούσε να υπάρχει 
αναφορά του στα διδακτικά εγχειρίδια ή στις οδηγίες προς τοὺς διδάσκοντες τα 
Μαθηματικά . Μέχρι στιγμής απουσιάζουν τέτοιες αναφορές . αλλά ας 
ελπίσουμε ότι στο μέλλον θα εναρμονισθούμε τουλάχιστον µε τα κοινώς 


ισχύοντα στην υπόλοιπη Ε.Ε. ή των χωρών του ΟΟΣΑ 


ἥα. «Υπάρχει χ «ε 4 πουικανοποιεί την Ρ(α)» 


Εδώ το χ. είναι αντιπαράδειγµα στην υπονοούµενη αντίθετη πρόταση , την 


«νχεάᾶ -ιρ(α)». Καμιά φορά τίθεται και µε ερωτηµατική διατύπωση(ανοικτή 


όΩς «εξετάσειο) χαρακτηρίζονται οι δοκιμασίες στις οποίες πάντες οι λαμβάνοντες την βάση 
της βαθμολογίας λαμβάνουν επιτυχή χαρακτηρισμό , ενώ ὣς «διαγωνισμού οι δοκιμασίες στις 
οποίες επιτυγχάνει προκαθορισµένος αριθµός ανεξαρτήτως βαθμολογικής βάσεως είτε υπάρχει 
κάποια βάση ὡς αναγκαία προὐπόθεση, και ταυτοχρόνως ανώτατος- εκ τῶν προτέρων- αριθµός 
επιτυχόντων, μικρότερος του αριθμού τῶν διαγωνιζοµένων. Με αυτούς τους ορισμούς οι 
Πανελλαδικές «εξετάσεις» είναι «διαγωνισμοῦ Δεν αποκαλούνται µετο ορθό όνοµάτους, όχι 
λόγω άγνοιας τῶν κοινών ορισμών , αλλά μάλλον για πολιτικούς λόγους. 
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διατύπωση) και έχει διδακτικό ενδιαφέρον όταν η ικανοποίηση της Ρ(ακ) δεν 
είναι διαισθητικά προφανής. Για παράδειγµα . λέμε ότι «Υπάρχει συνάρτηση , 
{ οποία είναι συνεχής στο Ἱ , ενώ δεν παραγωγίζεται πουθενά στο ἵ » Εδώ 
η ύπαρξη είναι ενάντια στην ανθρώπινη συνήθη (αλλά και μαθηματική ) 
διαίσθηση που λέει ότι δεν είναι δυνατόν να υπάρχει µια τέτοια συνάρτηση. Ο 
ἸΜεἰοιςίταςς έδωσε ένα τέτοιο ιστορικό αντιπαράδειγµα καταπλήσσοντας την 
μαθηματική κοινότητα (βλ. Α.7.6. ὅ Β.Ι7.3.Ι.) Αν πούμε όµως «Υπάρχει 
συνεχής συνάρτηση. η [κ -χ” /Ε » αυτό αποτελεί ένα λογικό αντιπαράδειγµα 
στην πρόταση «Δεν υπάρχουν συνεχείς συναρτήσει» είναι όµως µια 
τετριµµένη μαθηματικά και µια ανόητη διδακτικά περίπτωση, αφού πάντες οι 
άνθρωποι εγγενώς φέρουν την έννοια τῆς συνέχειας γι αυτό και τα πρώτα 
παραδείγµατα ιστορικά και διδακτικά ήταν και είναι µόνο συνεχείς ή κατά 
τμήματα συνεχείς συναρτήσεις. Σε αυτό το πλαίσιο, δύσκολη ήταν και η 
αντίληψη συνάρτησης παντού ασυνεχούς , όπως είναι η συνάρτηση του 
ΕΙτιοΠ]εί . η οποία είναι ένα μαθηματικό αλλά συγχρόνως και ένα πολύ 
χρήσιμο διδακτικά αντιπαράδειγµα στην (υπονοούµενη) πρόταση «Δεν υπάρχει 


παντού ασυνεχής συνάρτηση στο ξ. 


Π. Να αποδειχθεί ότι η συνθήκη Ρ(Χ) είναι αναγκαία για την ισχύ του 


συμπεράσµατος του θεωρήματος 6Θ/(α) 


Σε ένα τέτοιο υπόδειγμα διατύπὠσης υποκρύπτεται αντιπαράδειγµα, 
αφού καλούµμεθα να ανακαλύψουµε ένα χο που ικανοποιεί την 
«-ιρίαι) και -θ(α)» 

Για παράδειγµα : «Δείξτε, ότι για την ισχύ της Μαθηματικής Επαγωγής ο 
έλεγχος της Ρ(ν) για νΞ!Ι . είναι απαραίτητος». 

Μπορούμε να θεωρήσουμε την Ρ(ν): «νΞν{1». Τότε . αν ισχύει για νΞκ . έχω 
κΞκτ! -οκτεἰΞξκε]{ -» κΓἰΞκ-2 που είναι η Ρ(κτ1) . Δηλ. Ρ(κ)-»Ρ(κ{1) 
και τότε κάθε αριθµός είναι ίσος µε τον επόμενό του και άρα όλοι οι φυσικοί 
είναι ....ἶσοι! Σε αυτό το άτοπο καταλήξαμε διότι δεν ελέγξαμε την πρόταση 


για νΞ] που δίνει το άτοπο (:-2. 
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Στον Απειροστικό Λογισμό έχουν διδακτικό ενδιαφέρον τέτοια 
προβλήματα , όπου κάποια χαρακτηριστικά, αναφέρουμε σε όλα τα κεφάλαια 


του Απειροστικού λογισμού στο Β΄ µέρος. 


ἵν. Να αποδειχθεί ότι η πρόταση «ὕχεά Ρ(ὰ) »είναι ψευδής. 


Εδώ . ευθέως καλούµεθα να ανακαλύψουµε αντιπαράδειγµα , αφού 
έχοµε ένα πρόβλημα κλειστής διατύπὠσης , Και ανοικτής απάντησης , υπό την 
έννοια , ότι το αντιπαράδειγµα που καλούμεθα να παραθέσουµε, συνήθως δεν 
είναι μοναδικό . Για παράδειγµα όταν έχω την διατύπώωση: Να αποδειχθεί ότι η 
πρόταση «Κάθε συνεχής συνάρτηση είναι παραγωγίσιµή» είναι ψευδής έχει ως 
σύνηθες και τετριµµένο πλέον ειδικό αντιπαράδειγµα την Γχ)ξ]α] /Ε . αλλά 


µπορεί να αντιπαρατεθεί και το ημιγενικό Γἤχκ)τικ-α| /Κ 


3.4. Ἡ Οέση του αντιπαραδείγµατος στην µαθηµατική 
αποδεικτική διαδικασία 

Στα µαθηµατικά βασικές μέθοδοι απόδειξης είναι η ευθεία απόδειξη και η 
αντιθετοαντιστροφή . µε κάποιες παραλλαγές πάνω στις δύο αυτές μεθόδους. 
Έτσι έχουµε την : 

Ευθεία απὀδειζη: Αρχίζουμε από µια πρόταση Ρ . και µέσω µιας αλυσίδας 
συλλογισμών της µορφής «εάν....τότε...» καταλήγουμε στην πρόταση Ο . Τότε 
λέμεόιΡ ο ο 

Απόδσδειζήη µε χρήση τής αντιθετοαντιστροφής : Ἐκμεταλλευόμαστε το ότι η 
πρόταση Ρ-5Ο ισοδυναμεί µε --ΟΞ» --ιβΔηλ. (λεκτικά) αντί να δείξουµε 
ότι Ρ συνεπάγεται Ο . αποδεικνύουµε ισοδυνάµως ότι η άρνηση της Ο 
συνεπάγεται την άρνηση της Ρ . Το έτυμον της ονομασίας της (αντίθετη 
αντιστροφή) περιγράφει πλήρως και την ουσία της αφού όποιος δικαιολογήσει 
µια φορά την ονομασία τῆς, δεν ξεχνά ποτέ και την σηµασία της. 

Απαγωγή εις άτοπον : Θέλοντας να δείξουμε ότιΡ -»Ο . υποθέτουμε ότιη Ρ 
δεν συνεπάγεται την Ο και καταλήγουμε µε λογικές διαδικασίες σε Κάτι που 


δεν στέκει (άτοπο- το µη έχον τόπο) Σε άτοπο καταλήξαµε διότι δεχθήκαµε 
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την µη αλήθεια της συνεπαγωγής, οπότε µε βάση την αρχή τῆς του μέσου ή 
τρίτου αποκλίσεως, πρέπει να δεχθούμε υποχρεωτικά την ισχύ της 
συνεπαγωγήςΡρ -»ο. 
Απόδειξη µε μαθηματική (ή τέλεια) επαγωγή : Η γνωστή ειδική αποδεικτική 
μέθοδος για προτάσεις που αφορούν φυσικούς αριθμούς. 
Διάψευση µε αντιπαράδειγµα : Για να διαψεύσουμε τον ισχυρισμό µιας 
πρότασης, αρκεί να βρούμε ένα παράδειγµα που να ικανοποιεί τις συνθήκες της 
πρότασης, αλλά όχιτο συμπέρασµά της 

Από τα προηγούμενα μπορούμε να πάρουμε µια ιδέα για την σηµαντική 


θέση του αντιπαραδείγµατος στην αποδεικτική διαδικασία γενικώς. 


4. Η Παιδαγωγική του Αντιπαραδείγµατος. 


4.]. Η κλάση των παραδειγµάτων και των αντιπαραδειγµάτων 


Κατά την διδασκαλία εισαγωγής µιας έννοιας ε.., διατυπώνουµε τον 
ορισμό της. Καλούμε ὡς Κ. το (ιδεατό) πεδίο κατανόησης της έννοιας ε . 
Αυτό το πεδίο, ορίζει παραδείγματα [ΤΠ] που πληρούν τον ορισμό ε και µη 
παραδείγματα ή αντιπαραδείγµατα [Α] που δεν πληρούν τον ορισμό ε. 
Μπορούμε να γράψουμε, ότι το πεδίο πάνω στο οποίο υλοποιείται η 
κατανόηση της έννοιας είναι : 

ΚΩΞΙΠΠΙ) [4] «. Προφανώς [ΠΠ [4] 5 . άλλως θα είχαμε λογική 
αντίφαση αφού θα υπήρχε κάποιο παράδειγµα που θα πληρούσε και δεν θα 
πληρούσε τον ορισμό. 

Έχομε δηλαδή διαµέριση του πεδίου κατανόησης της έννοιας Κε σε δύο 
(ξένες) κλάσεις ισοδυναμίας, τῶν παραδειγµάτων και των αντιπαραδειγµάτων. 
Στην [Α] ανήκουν όλα τα παραδείγµατα που δεν πληρούν τον ορισμό και στο 


[Π] όλα τα παραδείγµατα που δεν τον πληρούν. 
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Στα ίδια συμπεράσματα μπορούμε να καταλήξουμε κι αν θεωρήσουμε αντί του 
ορισμού της έννοιας ε , ένα οποιοδήποτε θεώρημα ϐ , όπου και εκεί έχοµε 
πεδίο κατανόησης Κᾳρ και αντίστοιχες Κλάσεις Παραδειγµάτων [1] και 
Αντιπαραδειγµάτων [Α. 

Το ενδιαφέρον παιδαγωγικά σηµείο είναι ότι συνήθως για να 
εμπεδώσουμε µια καινούργια έννοια, χρησιμοποιούμε παραδείγματα , 
παραβλέποντας την χρησιμότητα των αντιπαραδειγµάτων. Ουσιαστικά 
παραβλέπεται µια Κλάση που ανήκει στο πεδίο κατανόησης της έννοιας και η 
οποία είναι εξ ίσου σηµαντική µε την Κλάση τῶν παραδειγµάτων. Χάνουμε κατ΄ 
ουσίαν το ήμισυ τής προς εμπέδωσιν έννοιας. Για παράδειγµα: Με το να 
δίνουµε παραδείγματα µόνο συγκλινουσών ακολουθιών , δεν κατανοούµε την 
έννοια της σύγκλισης. Πρέπει παράλληλα να δίνουµε και αντιπαραδείγµατα (ή 
µη παραδείγματα) συγκλινουσών. Αλλά και τα παραδείγματα , δεν είναι όλα 
ισοδύναµης διδακτικής αξίας . Ἡ κλάση [1 συνήθως αποτελείται από 
υποκλάσεις [Π1τ], Π1ο], Π1:]., ...Π1ν]. αντιπροσωπευτικών παραδειγµάτων 
όπως και η κλάση [Α] αποτελείται απὀ υποκλάσεις [Αι], [Α.2]. [Α1]..... [Ακ] 


αντιπροσωπευτικών αντιπαραδειγµάτων. 


Για τα παραδείγματα ισχύουν: 
Εν ο ο ο μα... 


ΠΙΙΩΠΙ1Ξ 2 νε µε ἰ)εἰλ2.2,4,...Ν} 


Για τα αντιπαραδείγµατα ισχύουν ανάλογες σχέσεις αν θέσουµε όπου 
Π, το Α. 

Ένα παράδειγµα ανήκει ή όχι σε µια συγκεκριµάνη κλάση 
αντιπροσωπευτικού παραδείγματος, αν πληροί ή όχι µια ιδιότητα την οποία 
μπορούμε να καθορίσουμε εκ τῶν προτέρων εμείς και η οποία να έχει ένα 
κάποιο διδακτικό νόηµα. Η ιδιότητα που θα θέσουμε θα έχει µόνο διδακτικό 
νόημα και άρα θα πρέπει να έχει νόηµα ανθρωποκεντρικό, µαθητοκεντρικό, που 
να έχει σχέση µε Ψυχολογικά ή επιστηµολογικά ἠ διδακτικά εμπόδια και θα 
λαμβάνει υπ΄ όψιν του πορίσματα της Ψυχολογίας τῆς μάθησης, της γνωὠσιακής 
επιστήµης είτε της Ψυχολογίας των μαθηματικών. Με αυτά που γράφουμε, 


ίσως να κομίζουµε γλαύκαν ες Αθήνας, αλλά θα πρέπει να τονίσουμε ότι τα 


. 


μαθηματικά αντικείµενα όπως τα παραδείγματα, µπορεί να υπάρχουν σύμφωνα 
µε την Πλατωνική αντίληψη ανεξάρτητα από εµάς στον χώρο των ιδεών , αλλά 
θα πρέπει να προσεγγιστούν από ανθρώπους συγκεκριμένων ηλικιών, εμπειριών 
νοοτροπίας ,πολιτισμικού επιπέδου, µε δεδοµένα µέσα και σε δοθέντα χρόνο, 
πράγµα που µας επιβάλλει να είµαστε σαφείς ,περιεκτικοί και να επιτυγχάνουµε 
βέλτιστο αποτέλεσµα .σε ελάχιστο χρόνο. 

Να δούµε µε ένα παράδειγµα , πώς αυτό το λεπτοµμερέστερο 
υπόδειγμα (μοντέλο) εφαρµόζεται σε ένα διδακτικό πρόβλημα του 
Απειροστικού Λογισμού και συγκεκριµένα στην εισαγωγή της σύγκλισης 
ακολουθίας σε πραγµατικό αριθµόα. 

Ἡ ιδιότητα ταξινόμησης που θα θέσουμε είναι η «πώς κι απὀ πού 
προσεγγίζουν οἱ όροι µιας συγκλίνουσας ακολουθίας το όριο α» Το κριτήριο 
αυτό δεν τίθεται αυθαίρετα, αλλά θέλει να υπογραμµίσει ένα σύνηθες λάθος -- 
παρανόηση που έχουν οι µαθητές από την εξωµαθηµατική έννοια «πλησιάζω 
κάπου» Στην καθηµερινή µας ζωή πλησιάζουµε κάτι από µία κατεύθυνση . Αν 
είμαστε πάνω σε µια ευθεία όπως εν προκειμένω, πλησιάζουµε ή από αριστερά 
ή από δεξιά µόνο. Το να εκτελώ φθίνουσα ταλάντωση εκατέρωθεν του α δεν 
είναι ένας συνήθης τρόπος προσέγγισης ενός αντικειμένου στον φυσικό κόσμο. 
Επίσης το να ακινητοποιούµαι πάνω σε ένα σηµείο δεν θεωρείται ότι είναι 
«τρόπος προσέγγισης)» αλλά ότι έχω φθάσει κάπου. Ακόμα περισσότερο να 
φθάνω στο ζητούμενο σηµείο , να οπισθοχωρώ , να το πλησιάζω περισσότερο 
να φθάνω ., να οπισθοχωρώ κ.ο.κ. Στα μαθηματικά µέσω της αφαίρεσης έχουν 
νόημα και τέτοιες «προσεγγίσειο αφού αυτό νοηµατοδοτεί ο ορισμός της 
σύγκλισης. Μην ξεχνάμε ότι και η λέξη «προσέγγιση» είναι εξωµαθηµατική . 
Λ.χ.το παράδειγµα της σταθερής ακολουθίας {ανὶ µε ανξ-2 που συγκλίνει στο 
3 ., δεν πρέπει να το βλέπουμε ὡς ένα τετριμµένο παράδειγµα σύγκλισης, αλλά 
μάλλον ὡς ένα σοβαρό αντιπαράδειγµα στην κατεστηµένη αντίληψη ότι 
«συγκλίνουσα ακολουθία στο α είναι µια ακολουθία της οποίας οι όροι 
πλησιάζουν χωρίς ποτέ να φθάνουν το όριο». Το να κάνει κανείς «σημειωτόν» 
πάνω στο όριο χωρίς να βαδίζει έστω και ελάχιστα δεν θεωρείται ότι είναι 
τρόπος πλησιάσµατος µε µια εξωµαθηµατική έννοια. Μην ξεχνάμε, ότι ο 
πρώτος σοβαρός αριθμητικός ορισμός τῆς σύγκλισης που δόθηκε από τον 
Ο816ΠΥ έλεγε: «Όταν οι διαδοχικές τιµές που παίρνει µια μεταβλητή 


πλησιάζουν συνεχώς σε µια σταθερή τιµή , έτσι ώστε στο τέλος να διαφέρουν 
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από αυτήν κατά µία ποσότητα όσο θέλουμε µικρή, τότε η σταθερή αυτή 
ποσότητα ονομάζεται όριο τῶν άλλων ποσοτήτων.» Στην διατύπωση αυτή δεν 
εμπεριέχονται σαφώς οἱ τελικά σταθερές ακολουθίες που συγκλίνουν. Ἡ 
έκφραση «όσο θέλουμε µικρή» δεν εμπεριέχει το «δεν διαφέρουν καθόλου» 
ενώ στον σύγχρονο «ε, ὃ») ορισμό, εμπεριέχεται μεν, όχι όµως σαφώς για τον 


πρωτοείσακτο μαθητή σε αυτή την έννοια. Γι αυτό και θα πρέπει να γίνεται 


διευκρίνιση , µε ένα παράδειγµα τελικά σταθερής ακολουθίας. 






































Έτσι έχουµε τα εξής: 
Συγκλίνουσες Ακολουθίες πραγματικών αριθμών στον ας] 
Κλάση | Πλήθος | Πλήθος | Πλήθος | Εκπλήρωση ασθενέστερης συνθήκης από την 
όρων -«α | όρων-α | όρώωνχΖα [αα[«ε, σν νι(ε) 
ΠΠ] πεπ/νο | πεπ/νο | πεπ/νο | Δεντις εξετάζει ο Απειροστικός Λογισμός 
[Π12] οο πεπ/νο |πεπ/νο]θ«α-α,«ε. Ὁν νε) 
[1] πεπ/νο | ου πεπίνο θ-α-α,«ε νυν νε) 
[1η] πεπ/νο | πεπ/νο | οο θ-α,-ας-ε. ννΣνιε) 
[Πς] οο οο πεπίνο /θ-α-α,«ε. νν νε) 
[Πο] οο πεπ/νο | οο θ-α,-ακε. ννΣνε) 
[17] πεπ/νο | ου οο θ-α,-α-ε., Ὁνὸνιε) 
[Πε] οο οο οο α,-ακε .υνΣνιε) 
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Ο αναγνώστης, µπορεί να δει ότι οι Κλάσεις [Π12] -- [Πε ] καλύπτουν 
όλες τις δυνατές περιπτώσεις παραδειγµάτων σύγκλισης στο αξΙ και ότι εξ 
ορισμού, είναι ξένες ανά δύο. 

Στον αντίοδα έχουμε τις κλάσεις αντιροσωπευτικών 


αντιπαραδειγµάτων που είναι: 





ΜΗ Συγκλίνουσες Ακολουθίες πραγματικών αριθμών. 
































Κλάση Πλήθος οριακών αριθμών 
[Αι] [Α1Ι] Πεπερασμµένο 3 2 και όλοι πραγματικοί 
Ι 
[Α΄] Άπειρο και όλοι πραγματικοί 
[Α2] Μοναδικός το οο 
[Α:] Μοναδικός, το -οο 
[Α1] Τουλάχιστον δύο, µε ένα 
το -Γοο είτε το -οο 
Στην παραπάνω κατηγοριοποίηση παραδειγµάτων και 


αντιπαραδειγµάτων , μπορούν να προστεθούν και οι πάγιες κατηγορίες του 
ειδικού , ημιγεικού ή γενικού παραδείγματος σύγκλισης (Ως γενικό 
παράδειγµα συγκλίνουσας εδώ θεωρείται πάσα ακολουθία που ακολουθεί τον 
γνωστό ορισμό τῆς σύγκλισης.) 

Πρέπει να σημειωθεί ότι οι Κλάσεις που θεωρούμε είναι αντικειμενικές, 
στον βαθµό που υποδηλώνουν σχέσεις εγκλεισμού σε έννοιες επί των οποίων 
υποτίθεται ότι έχει συμφωνήσει ολόκληρη η μαθηματική κοινότητα’. αλλά 
εξαρτώνται και από τα κριτήρια που απαιτούµε (υποκειμενικά ) να εκπληρούν. 
Θα μπορούσαμε λ.χ. να βάλουμε στην κατάταξη και την έννοια «φραγμένη 
ακολουθία Όμως, σε κάθε περίπτωση ένας συγγραφέας διδακτικού 
εγχειριδίου Απειροστικού Λογισμού, οφείλει: 

ο Να γνωρίζει τις δυνατές κλάσεις χαρακτηριστικών παραδειγµάτων και 
αντιπαραδειγµάτων της έννοιας που θέλει να εισάγει , αναφορικά µε τα 


γνωστά γνωστικά , διδακτικά και επιστηµολογικά εμπόδια . 





Στην βιβλιογραφία των μαθηματικών μπορούμε να συναντήσουμε διάφορους µη ισοδύναµους 
ορισμούς για κάποιες έννοιες, απ΄ όπου πηγάζουν και αρκετές παρανοήσεις και λάθη. 
Ἐκτεταμένα στην παρούσα εργασία έχουµε σχολιάσει τους πολυσήµαντους ορισμούς της 
έννοιας «σημείο καμπής» 
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ο ἈΝα παραθέσει κατάλληλα διδακτικά αντιπροσωπευτικά παραδείγματα 
και αντιπαραδείγµατα απὀ όλες τις κλάσεις . ώστε να καλύψει 
νοηµατοδοτικά πλήρως. την πρωτοείσακτη έννοια. 

Ως πρακτική εφαρµογή, το ανωτέρω περιγραφέν πρότυπο, θα μπορούσε να 
έχει στην αξιολόγηση τῶν υπό κρίσιν διδακτικών εγχειριδίων των μαθηματικών 
τουλάχιστον από άποψης πληρότητας παρουσιάσεῶς τῶν εννοιών. Προς τούτο 
απαιτείται η εκ των προτέρων σύνταξη ενός καταλόγου τῶν εννοιών που 
περιέχονται σε ένα εγχειρίδιο και των κλάσεων παραδειγµάτων που πρέπει να 
περιέχει κάθε έννοια µε την αναγκαία διδακτική τεκμηρίωση. Επίσης των 
κλάσεων των αντιπαραδειγµάτων της . Το τι είδους βαρύτητα θα επιδείξει σε 
κάθε παράδειγµα κάθε κλάσης ένας συγγραφέας και πώς θα το προσεγγίσει 
είναι εν πολλοίς δικό του θέµα και ενέχον αρκετό βαθµό υποκειµενικότητας. Η 
ύπαρξη όµως όλων των κλάσεων παραδειγµάτων και αντιπαραδειγµάτων µιας 
έννοιας είναι αντικειμενική και δύναται να είναι βασικός κανόνας αξιολόγησης 
ενός διδακτικού εγχειριδίου. Ένας διδάσκων κατόπιν , είναι εὐκολο να καλύψει 
πλήρως την έννοια αρκεί να γνωρίζει το μοντέλο µας ή να ακολουθεί ένα βιβλίο 
που το έχει λάβει υπ ᾿όψιν του. 

Για την περίπτωση λ.χ. τῆς έννοιας της σύγκλισης ακολουθίας μπορούμε να 


κατασκευάσουµε τα παρακάτω: 


Παραδείγματα συγκλινουσών ακολουθιών λ.χ. στοθ εκ: 


ο αν ο αάῃ Όλοι οι όροι της (τελικά) είναι αριστερά του μηδενός 


ν 
(Αντιπρόσωπος της κλάσης [112|}|} 
ο . .αν ν«κιο 


Οι όροι της (τελικά) είναι μηδέν. (Αντιπρόσωπος 
0.αν ν»Ι000 


της κλάσης [112] 


ο ϱν -ᾖ Όλοι οι όροι της (τελικά) είναι δεξιά του μηδενός 


ια 


(Αντιπρόσωπος της κλάσης [Τ14]} 
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ο. .αν ν-2κ | , 
ο α-ή ν (Αντιπρόσωποςτης κλάσης [Π15]}) 


0. αν νΞ2κ-] 
ο {αν -(Ὁ τρ Οι όροι της (τελικά) είναι εκατέρωθεν του μηδενός 
υγ 
(Αντιπρόσωπος της κλάσης [Π16]} 


.. .αν νΞ-2κ : ς 
ο α-ιν (Αντιπρόσωπος της κλάσης [Π17]) 


0 «ανν-ζκ-ε] 


ο .αν νξ2κ 
ν 
ο α.Ξξὶ 0 .αννς-θδκ-]; (Αντιρόσωποςτης κλάσης [Πε]) 
κο .αν νξ2κ-2 
ν 


Αντιπαραδείγµατα µη συγκλινουσών ακολουθιών στον α εκ 


ο α,ξ](-1)' έχει δύο οριακούς αριθμούς, το 0. και το 2 
(Αντιπρόσωπος της κλάσης [Αι] υποκλάση [Α' 1]) 

ο» α, -ν -ὁ»του (Αντιπρόσωπος της κλάσης [Α2]) 

ο αι -- ν-»-οο (Αντιπρόσωπος της κλάσης [Α:]) 


η, αν Π άρτιος |, , . . 
ο αι Ξξ :. έχει δύο οριακούς αριθμούς, το 0 καιτο “Γοο 
0, αν Π περιττός 


(Αντιπρόσωπος της κλάσης [Α4) 


1 
ρ- αν ΗΞΡ,ρς- πρώτος ᾿ . Ι 
ο ο, ο έχει ὡς άπειρους οριακούς 


Ἰ 


0, αν η: ρ",ρξπρώτος 
αριθμούς κάθε πρώτο και το 0... (Οι πρώτοι είναι άπειροι στο πλήθος 
από σχετική πρόταση του Ευκλείδη , ενώ ϱ' -« α΄ για Ρ. 4 «πρώτους, καὶ 
κ, λ. φυσικούς , λόγω του μοναδικού αναπτύγµατος ενός αριθμού σε 


γινόμενο πρώτων.) (Αντιπρόσωπος τῆς κλάσης [Αι] υποκλάση [Α΄1]) 
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Ἐν κατακλείδι, μπορούμε να συνοψίσουµε τα εξής: 


Όταν ο διδάσκων εισάγει µια έννοια , πρέπει να γνωρίζει τις συνήθεις 
παρανοήσεις και τα συνήθη λάθη των μαθητών. Ένα σηµαντικό µέρος από αυτά 
τα λάθη προέρχονται από λανθασμένες νοηµατικές αναπαραστάσεις που 
προκαλούνται εν τῶ γεννάσθαι και εν τω γίγνεσθαι της οικοδόμησης µιας νέας 
έννοιας , απὀ λανθασμένα μοντέλα, τα οποία µε την σειρά τους προκαλούνται 
και από ελλιπή (Ξόχι όλων των υποκλάσεων )παραδείγµατα και 
αντιπαραδείγµατα. 

Θεωρητικά µπορεί ένας µαθητής να γνωρίζει άπειρα παραδείγματα, 
αλλά επειδή αυτά µπορεί να µην είναι αντιπροσωπευτικά όλων των κλάσεων 
να µην κατανοεί την έννοια της σύγκλισης. Γιατί άραγε ο ορισμός της 
συγκλίνουσας ακολουθίας περιλαμβάνει την απαίτηση η διαφορά αν-α να είναι 
µέσα σε απόλυτη τιµή; Αυτό καθίσταται φανερό µόνο αν έχουµε τουλάχιστον 
ένα παράδειγµα από την κλάση [Πε] Μόνο ένας αντιπρόσωπος της κλάσης 
[Πε] µπορεί να δικαιολογήσει πλήρως τον ορισμό της σύγκλισης, ενώ το 
σύνολο όλων των προηγούμενων κλάσεων δικαιολογούν µόνο µια 
ασθενέστερη συνθήκη σύγκλισης. «(βλ. πρόλογο αυτόθι) Κατόπιν αυτού 
εισάγεται η γεωμετρική ἑρμηνεία του ορισμού και µόνο τότε η νοητική εικόνα 
που θα σχηματίσει ο µαθητής µπορεί να είναι πλήρης και άρα ακριβής Οι 
παλαιότεροι μαθηματικοί θα ενθυμούνται ότι τα πολύ παλιά εγχειρίδια του 
Γυμνασίου (Σημερινού Λυκείου) δεν είχαν ούτε έναν αντιπρόσωπο από την 
Κλάση [Πε] . ίσως και από την κλάση [Π1:] .Με τα σημερινά διδακτικά βιβλία 
δεν µπορεί να γίνει σύγκριση, µιας και η έννοια δεν διδάσκεται συστηµατικά, 
κάτι που όµως µπορεί να γίνει στο εγγύς μέλλον . Μπορεί όµως να εισαχθούν 
δραστηριότητες που ήδη µπορεί να υπάρχουν µε άλλη µορφή. Λόγου χάριν αντί 
της συνήθους προσέγγισης του εμβαδού του κύκλου µε πολύγὠωνα 
εγγεγραμμένα και περιγεγραµµένα  (ισοσυγκλίνουσες ακολουθίες) θα 
μπορούσε να γίνεται µια απλή θεώρηση- αναφορά . στην ακολουθία που 
δημιουργείται µε τα πολύγὠνα εγγεγραμμένα και περιγεγραμµένα εναλλάξ 
στον κύκλο. 

Στο ολοκλήρωμα Εἰεπιαηπη (ή και στο απλούστερο (κ4υεΠγ) πάλι έχοµε 


δύο ακολουθίες προσεγγίσεων του ανωτέρου και του κατωτέρου αθροίσματος. 
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Δηλαδή οι γεωμετρικές θεωρήσεις και εποπτείες που αποκοµίζει στην πείρα 
του ένας σπουδαστής (έστω κι αν προηγούνται της έννοιας «σύγκλιση 
ακολουθίας) ) εἶναι ισχυρές υπέρ της µονόπλευρης σύγκλισης απὀ δύο 
ακολουθίες και γι αυτό πρέπει να υπάρχοὺυν και τα διδακτικά αντιπαραδείγµατα 
για να µην θεωρηθεί ότι δεν προσεγγίζεται κάποιο όριο και αμφίπλευρα από µία 
ακολουθία. 

4.2. Η κατασκευή παραδειγµάτων και αντιπαραδειγµάτων. 

Ἡ κατασκευή ενός παραδείγματος που να πληροί κάποιες συνθήκες , 
είναι µια πράξη της οποίας η δυσκολία κυμαίνεται από εξαιρετικά εὐκολη, έως 
εξαιρετικά δύσκολη . Για παράδειγµα . µε µια πολυωνυµική έκφραση . ο κάθε 
ένας µπορεί να κατασκευάσει παράδειγµα συνεχούς συναρτήσεως, ενώ 
παράδειγµα συνεχούς συναρτήσεως και πουθενά παραγωγίσιµης κατασκεύασε 
κατά πρώτον µόνο η μαθηματική ιδιοφυῖα του ἸΜεἰειείταςς . Επίσης είναι 
γεγονός . ότι δεν υπάρχει πάντα κάποιος αλγόριθμος κατασκευής ενός 
παραδείγματος , αφού το ερώτηµα για την ὑπαρξή του συνήθως είναι ανοικτό 
και δεν γνωρίζουμε εκ τῶν προτέρων την ὑὐπαρξή του. Η κατασκευή γίνεται µε 
πειραματισμό πράγμα που συνεπάγεται µεγάλη κατανάλωση χρόνου. Ο 
πειραµατισµός όµως αναπτύσσει µια διαίσθηση του τι είναι αυτό που ακυρώνει 
την εφαρµογή ενός ορισμού ή που διαψεύδει µια πρόταση. 

Για παράδειγµα η κατασκευή µιας συνεχούς και µη παραγωγίσιµης 
συναρτήσεως σε κάποιο σηµείο . προὐποθέτει την ύπαρξη γωνίαςὶ σε αυτό. Για 
να κατασκευασθεί µια παντού συνεχής και µη παραγωὠγίσιµη συνάρτηση , θα 
πρέπει να έχει άπειρα στο πλήθος γωνιώδη σηµεία. Αυτό όμως δεν φθάνει, 
αφού µπορεί να έχουµε µια συνάρτηση µε το παρακάτω διάγραµµα που δεν 


ικανοποιεί την απαίτησή µας. 





ξἩ έννοια «γωνία» µπορεί να εννοείται µε την ευρεία αρχαιοελληνική μαθηματική σηµασία 
όπου εκτός από τις γνῶστές ευθύγραμµες γωνίες έχουµε καιτις καμπυλόγραμµες ή 
μεικτόγραμµες γωνίες. 
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ἜἘχομε άπειρα γωνιώδη σηµεία, αλλά κατανέμονται οσοδήποτε κοντά στο (0.0) µόνο. 





Θα μπορούσαμε να έχουµε Και πάλι άπειρα γωνιώδη σηµεία κατανεμημένα 
απείρως κοντά στο (0.1) . όπως φαίνεται Και στο παραπάνω σχήμα. 

Ἡ ιδέα του ἸΜαϊοισίταςς ἐέγκειτο στο να πάρει ένα απλό γράφημα µε ένα 
γωνιώδες σηµείο στην µέση του διαστήματος ορισμού. Έπειτα χώρισε το 
διάστηµα σε ν ζυγά ίσα τμήματα και προσέθεσε ν στο πλήθος νέα γωνιώδη 
σηµεία . Αυτό επιτυγχάνεται µε το να προσθέσω µια νέα συνάρτηση στην 
αρχική που να έχει ν «δοντάκια» . Στη συνέχεια, κάθε ένα απὀ τα ν ίσα 
κομματάκια , τα χώρισε πάλι σεν ίσα Και προσέθεσε µια τρίτη συνάρτηση µε 
γ΄ νέα «δοντάκιω) Φαίνεται εύλογο ότι πρέπει να προσθέσω άπειρες τέτοιες 
συναρτήσεις . Αλλά όµως το αποτέλεσµα τῶν άπειρων προσθέσεων θα πρέπει 


να έχει νόηµα συνάρτησης , δηλαδή να συγκλίνει η σειρά και άρα αυτό µπορεί 
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να επιτευχθεί µόνο αν προσθέτω συναρτήσεις διαρκώς µικροτέρου ύψους 
(μεγίστου) και μάλιστα κατάλληλης μείωσης ώστε το άθροισμα όλων των 
µεγίστων να είναι πεπερασµένος αριθµός. Αυτά ακριβώς υλοποίησε ο 
ἨΜεϊοτςίταςς Και πέτυχε µια θαυμαστή συνάρτηση που θα δούµε παρακάτω 


λεπτομερώς και θα αποδείξουµεττις ιδιότητές τῆς. 
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ἜἘχω σώρευση άπειρων γὠνιακών σημείων στο σηµείο (0.1) 








Τα προηγούμενα ισχύουν κυρίως στην μαθηματική έρευνα. Στα πλαίσια 
της διδακτικής των μαθηματικών όμως τα πράγµατα είναι απλούστερα, αφού ο 
διδάσκων καλείται να παραθέσει γνωστά παραδείγµατα και αντιπαραδείγµατα 
εφαρμόζοντας υπάρχοντες απλούς αλγορίθμους κατασκευής τοὺς. Για 
παράδειγµα μπορούμε να κατασκευάσουµε παραδείγματα συνεχών 
συναρτήσεων αθροίζοντας συνεχείς συναρτήσεις, ή πολλαπλασιάζοντάς τες ή 
σχηματίζοντας την σύνθεσή τους. Μπορούμε να κατασκευάσουµε φραγµένη 
ακολουθία εκμεταλλευόμενοι ότι κάθε συγκλίνουσα είναι φραγµένη κ.ο.κ. Εδώ 
η θεωρία υποστηρίζει την κατασκευή των παραδειγµάτων, την οποία ο 


διδάσκων γνωρίζει πριν τον διδασκόµενο και µπορεί να τα ανασύρει 
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καταλλήλως. Στο τέλος εκάστου κεφαλαίου παραθέτουµε κάποιους 
στοιχειώδεις κανόνες κατασκευής βασικών παραδειγµάτων για την περίπτωση 
του Απειροστικού Λογισμού. 

Ἡ κατασκευή ειδικών αντιπαραδειγµάτων σε ορισμό έγκειται στο να 


πάρουμε ένα παράδειγµα και να το αλλοιώσοὺυμε µε τέτοιο τρόπο ώστε να γίνει 











αντιπαράδειγµα. Λ.Χ. . αν πάρουμε την συνάρτηση Εχ)- α΄ /Β δεν είναι 





μονότονη αλλά η ίδια αναλυτική έκφραση ορισμένη στο [0,--οο) δίνει γνησίως 


αύξουσα συνάρτηση . η ἴδια έκφραση στο (-.ο,0] δίνει γνησίως φθίνουσα , 











µεταβολή του εκθέτη σε περιττό δίνει γνησίως αύξουσα στο Ἰ., η αρνητική 





προσήµανση αντιστρέφει τα διαστήματα µονοτονίας, η πρόσθεση θετικής 
σταθεράς καθιστά την εξίσωση ΙΠΣΧ)Ξ0 αδύνατη, ενώ η πρόσθεση αρνητικής 
σταθεράς δίνει δύο διαφορετικές ρίζες για την ίδια εξίσωση , η αλλαγή του 
πεδίου ορισμού σε Ντην καθιστά ακολουθία που είναι συνεχής σε κάθε σηµείο 
της, αλλά πουθενά παραγωγίσιµη κ.ά. 

Εδώ θα πρέπει να αναφέρουμε, ότι υπάρχουν κάποια εντελώς 
χαρακτηριστικά παραδείγματα τα οποία επειδή εκφεύγουν των συνήθων 
πλαισίων της εποπτείας και διαίσθησης, αλλά παράλληλα έχουν πολλές 
διδακτικές εφαρμογές στον απειροστικό λογισμό. Το ευχάριστο γεγονός είναι 
ότι είναι ελάχιστα στο πλήθος , πράγµα που καθιστά αναγκαία την κτήση τους 
από σπουδαστές και διδάσκοντες. Παραθέτουµε κατά βάσιν δύο µόνο, τα οποία 


όμως έχουν εξαιρετικό ενδιαφέρον. 


Στις ακολουθίες-σειρές : 


η ανγ--!)᾽ , είναι το «διδακτικό πασπαρτού» που ανοίγει πολλά συνήθη 
ερωτήματα που δημιουργούνται κατά την διδασκαλία του κεφαλαίου των 
ακολουθιών-σειρών: 

ο Λεν είναι συγκλίνουσα. 

ο Είναι φραγµένη, αλλά δεν είναι συγκλίνουσα 

ο Έχει οριακό αριθµό το 1 , αλλά δεν συγκλίνει σε αυτόν 

ο }Σε κάθε περιοχή του 1 . έχω άπειρο πλήθος όρων της, αλλά το 1 δεν 

είναι ὁριό τῆς. 
ο Λεν συγκλίνει, αλλά η | αν| συγκλίνειστο!. 


ο Δεν συγκλίνει, αλλά η (αν)΄ συγκλίνει στο |. 


ος 


ο Λεν συγκλίνει, αλλά η να ων] 
α 


ο Αν θεωρήσω την αν και την βν-ανει , τότε και οι δύο δεν συγκλίνουν, 
αλλάηα,-β,θ-»0 
ο Όλι αν και βν δεν συγκλίνουν, όµως α β,Ξξ-Ι-»-ἶ 


ο Όλι αν και βν δεν συγκλίνουν, όµως αν να 


ν 

ο θανθ0 -0 ενώ η αν δεν συγκλίνει. 

ο Ἡ αν δεν είναι συγκλίνουσα, αλλά έχει δύο συγκλίνουσες υπακολουθίες 
“συ ο) -οἜκαιώ με --τ, 

ο ἩΗ αν δεν είναι συγκλίνουσα, αλλά έχει άπειρες υπακολουθίες που 
συγκλίνουν στο 1 . τις ακνς(-]) µε κεΝ καθώς και άπειρες που 

/ -- 2κντὶ 

συγκλίνουν στο --ἰ , τις ακνς-1) κεΝ., 


ο Είναι παράδειγµα µη µονότονης ακολουθίας. 


ο ΠΠ Σειρές τη” και Σ(--1)”".. δεν συγκλίνουν, όµως το άθροισµά 
πςθ πςθ 


τους Σ[(-)’ ες)” 1 Συ" -Σο0-0-.0 





ο ο - συγκλίνει. Όμως η Σ 





1 | 
ομως. - Σ.-- αποκλίνει.. 
ῃ 


η] 1 


Π (0) δεν συγκλίνει, διότιη (--!)” -ϕ 0 (είναι αποκλίνουσα). 
ΊΞΘ 


Όμως αν εισάγω παρενθέσεις (κάτι που γενικώς δεν επιτρέπεται στις σειρές) 


μετατρέπεται σε συγκλίνουσα, όπως φαίνεται παρακάτω: 





ο η τι ως 
ΠΞΘ 


ΦῑΞα-τ)εα-τε(α-Ό)ε(α-τ) 
Ξ0.0:00-01::. 
Ξ40. Δηλαδή φαίνεται να συγκλίνει στο 0. 


Έτσι εξηγείται το «παράδοξο» , αφού η ισότητα (3) είναι λανθασμένη. 
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Στις συναρτήσεις, συνέχεια . παραγώγιση και ολοκλήρωση: 


Ἡ συνάρτηση του ὨιπΠς[Π]εί 95! 


1 αν αχ ... είναι επίσης ένα 


-ἶ αν χα µρητός 


πασπαρτού - διδακτικό παράδειγµα, αφού: 


Είναι ασυνεχής 

Είναι ασυνεχής σε κάθε σηµείο του πεδίου ορισμού της. 

Οποιοσδήποτε περιορισμός της Ἐ σε διάστηµα του Κ είναι επίσης 
ασυνεχής. 

Ως ασυνεχής δεν παραγωγίζεται σε κανένα σηµείοτου ΚΕ. 

Η είναι ασυνεχής παντού, αλλά η |ἢ είναι συνεχής παντού. 


Αν οσ(κ)--- Γ() τότε καιη 6 είναι ασυνεχής παντού, αλλά η 


Γσ(χ)--] είναι παντού συνεχής, όπως και η ({-σ)(κ)Ξ0 είναι παντού 


συνεχής . όπως και η σαι είναι συνεχής . όπως και η (Γοσ)(κ)-1. 
δ 


είναι επίσης συνεχής. 


Είναι περιοδική µε περίοδο οιοδήποτε θετικό ρητό αριθµό. (Σύμφωνα µε 
άλλο ορισμό της περιοδικής συνάρτησης, δεν είναι περιοδική διότι δεν 
έχει ελάχιστη θετική περίοδο.) 


Η {2 είναι συνεχής, ενώ η Εείναι ασυνεχής. 


Π |39- Ι αν α΄ ἄρρητος Λεν εκπληροί τις προὐποθέσεις του 
ϐ αν α΄ µρητός 


Θεωρήματος ΒοἱΖαπο «στον μέγιστο δυνατό βαθµό», ενώ εκπληροί το 
συμπέρασμα «στον μέγιστο δυνατό βαθµό», πράγµα που την καθιστά 
ιδανικό παράδειγµα για την µη ισχύ του αντιστρόφου του θεωρήματος. 
(Ἰκανές, αλλά όχι αναγκαίες συνθήκες , βλ. Β1.6.5) 

Ἡ ἤκ) είναι παράδειγµα φραγµένης συνάρτησης. 

Ἡ ἤκ) Δεν είναι μονότονη συνάρτηση. 

Ἡ ΙΧ) . όχι µόνο δεν είναι μονότονη στο ΕΚ. αλλά δεν υπάρχει 
υποδιάστηµα του ΚΕ. στο οποίο να είναι μονότονη. 

ΗἩ ἤκ) ορίζεται στο Ε και έχει διµελές πεδίο τιµών. 

Ἡ ΙΧ) ορίζεται στο ΕΚ και σε κάθε υποδιάστηµα του ΕΚ οσοδήποτε 


µικρό, περιέχονται άπειρες θέσεις ακροτάτων της Ε. 
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Ἡ ἴπ) /αβ] είναι φραγµένη και δεν είναι κατά ΕίεπιαΠη 

ολοκληρώσιμη, όμως η Π] καθώς και η Εἔ είναι ΕΙΕΠΙΠΠ 

ολοκληρώσιμες. 

ο Η Π(Χ) / [αβ] . είναι φραγµένη και δεν είναι κατά ΕΙεπιαπη-Πε[ί]ος 
ολοκληρώσιμη, είναι όµως κατά ΤεΌεδαιε 

ο Η Γέχειτην εξεζητηµένη αναλυτική έκφραση 


Γ(δ)-ἰ-- 2Η11πη συν” (π1πα)] 


ο Αν «σ(α)---(α) τότε και η ἓ και η 56 δεν είναι ΕΙεπΙάΠΗ 
ολοκληρώσιµες, αλλά το γινόµενό τους ᾖΓρ(Χ)ΞΙ . είναι ΕίεπιαηπΏ 


ολοκληρώσιµη συνάρτηση. 


Όλα τα παραπάνω καθώς και άλλα σχετικά . τα διαπραγµατευόµαστε στο Β΄ 


µέρος της εργασίας στις οικείες θέσεις των κεφαλαίων. 


4. Ἡ ἸΚονστρουκτιβῃική παιδαγωγική αντίληψη και το 


αντιπαράδειγµα 


Σύμφωνα µε την νεώτερη θεωρία του Οικοδομισμού (Κονστρουκτιβισμού)., 
υπάρχουν δύο βασικές αρχές: 

1.) Η γνώση κατασκευάζεται ενεργητικά απὀ το υποκείμενο και δεν 

συλλαμβάνεται παθητικά απὀ το περιβάλλον. 

2) Η γνώση είναι µια διαδικασία προσαρμογής µε τον κόσµο των 
εμπειριών και όχι µια διαδικασία ανακάλυψης προὐπάρχοντος κόσμου 
που είναι ανεξάρτητος από τον γνώστη. 

Σύμφωνα µε ττις δύο παραπάνω θεμελιώδεις αρχές, δεν είναι οι επεμβάσεις 
των ενηλίκων που επιδρούν στην κατασκευή τῆς γνώσης του παιδιού, αλλά οι 
εµπειρίες του παιδιού από αυτές τις επεμβάσεις, έτσι όπως αυτό τις ερμηνεύει, 
βασιζόμενο στις ήδη υπάρχουσες γνώσεις του. Ο ενήλικος, δεν µπορεί να 
προκαλέσει εµπειρίες στο παιδί δια µέσου τῶν δικών του εμπειριών. 

Ἡ κατανόηση λοιπόν µιας μαθηματικής έννοιας χάνει τον απόλυτο 
χαρακτήρα της και αποκτά µια οιονεί εξατομικευμένη µορφή , η οποία γίνεται 


αντικείµενο διαπραγμάτευσης µέσα στην τάξη. Έχουμε δηλαδή υιοθέτηση 
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ενεργητικών μεθόδων μάθησης . µέσα από την κατάλληλη σχεδίαση µέσω των 
οποίων θα δώσει ο δάσκαλος στον µαθητή την δυνατότητα να χτίσει την 
μάθηση. Αυτό στα μαθηματικά γίνεται µε «διαδικασίες λύσης προβλήματος». 
(Ρτοῦ]επι δοἱνίπϱ) ή Λυτική προβλήματος 

Μια τέτοια διαδικασία σηµαίνει πειραματισμό, εικασία , δοκιμή 
διαπραγμάτευση στην αίθουσα, ενεργοποίηση ευρετικών και οὐσιαστικά µια 
καθοδηγούµενη επανανακάλυψη της γνώσης . η οποία θα περάσει µέσα από τα 
τουλάχιστον γνωστά επιστηµολογικά εμπόδια , από αναμενόμενα σφάλματα και 
κατ΄ ουσίαν θα ακολουθήσει το πρότυπο της επιστημονικής ανακάλυψης. 

Ένα τέτοιο πρότυπο είναι του ΓαΚαίος στο οποίο το αντιπαράδειγµα 
έχει δεσπόζουσα θέση . Το συγκεκριµένο πρότυπο του ΓαΚκαίος περιγράφει την 
παραγωγή επιστημονικής μαθηματικής γνώσης όπως πράγματι παράγεται και 
όχι όπως συνήθως παρουσιάζεται. 

Πριν λοιπόν παραχθεί το τελικό μαθηματικό θεώρημα ή πρόταση, περνά 
από ενδιάμεσα στάδια λανθασµένων εικασιών που καταρρίπτονται µε 
αντιπαραδείγµατα, υὙίνεται αναθεώρηση της εικασίας, αναζητούνται νέα 
αντιπαραδείγµατα , βελτιώνονται οι αποδείξεις και τέλος καταλήγουμε στην 
τελική πρόταση. 

Για να τονιστεί η θέση. παρουσιάζοµε και την αντίθεση (τον αντίποδα) 
στα παραπάνω: 

Στα διδακτικά εγχειρίδια η διαδικασία της ανακάλυψης δεν αναφέρεται. 
Αφού η επεξεργασία του θεωρήματος έχει γίνει µε οποιοδήποτε τρόπο και 
οποιοδήποτε µέσο, αποκρύπτεται και αναδιοργανώνεται προσαρμόζεται , 
συμμορφώνεται λεκτικά και συμβολικά µε τους κανόνες της παραγωγικής 
μεθόδου. Οι δάσκαλοι καμιά φορά θέλοντας να παρουσιασθούν ὡς μέγιστες 
διάνοιες µπορεί να ακολουθούν την σύνθεση κρύβοντας την ανάλυση ενός 
προβλήματος . Αυτό προκαλεί τις γνωστές παρενέργειες αν όχι της 
µαθηµατικοφοβίας, τουλάχιστον της μείωσης του ενδιαφέροντος για το 
µάθηµα. 


Αλλά ας δούµε το πρότυπο (μοντέλο) του ΤαΚαίος σε απλοποιηµένη 


µορφή: 


αι 


ΑΝΑΔΙΑΤΥΤΠΩΣΗ 


Ως αποτέλεσµα απὀ ένα 
γενικό αντιπαράδειγµα 














Σύμφωνα µε το παραπάνω πρότυπο, η µαθηµατική ανακάλυψη έχει 4 
φάσεις: 


Ώ. Διατύπωση της πρωταρχικής εικασίας. 





ια Αποδεικτική ανάλυση, κατά την οποία αποσυντίθεται η αρχική εικασία 
σε ὑπο-εικασίες και λήμματα. 


αι Εμφάνιση γενικών αντιπαραδειγµάτων για την αρχική εικασία. 





αι Επανεξέταση της απόδειξης, όπου συνήθως εμφανίζεται ένα ένοχο 


λήμμα «ὡς µία ουσιώδης υπόθεση η οποία δεν διατυπώθηκε στην αρχική 
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εικασία . έτσι, τροποποιείται η αρχική εικασία για να συμπεριλάβει το 
λήµµα ὡς υπόθεση κτλ. 

Το ερώτημα είναι αν τα παραπάνω μπορούν να μεταφερθούν στην αίθουσα 
διδασκαλίας. Βεβαίως η απάντηση είναι «Όχι αυτούσια, αλλά κατά διδακτικήν 
αναλογίαν , µέσω καταστάσεων λυτικής προβλήματος και στα πλαίσια τῆς 
κοστρουκτιβικής παιδαγωγικής προσέγγισης» 

Ἐπομένως ο διδάσκων θα πρέπει και να έχει εξοικειωθεί µε τα 
αντιπαραδείγµατα θεωρώντας τα Ως ισότιµα εργαλεία µε τα παραδείγματα, και 


να ενθαρρύνει τους µαθητές του να τα ανακαλύπτουν. 


5. Ιστορικά Λάθη-Παράδοξα ἃ Αντιπαραδείγµατα του 


Απειροστικού Λογισμού. 


5.]1. Ἡ Ιστορική εξέλιξη των μαθηματικών και ο Βιογενετικός 


νόμος. 


Ο Απειροστικός λογισμός ασχολείται µε τον λογισμό των απείρως 
μικρών (όπως υποδηλώνει και το έτυµον της ονομασίας του ) αλλά και τον 
λογισμό των απείρως μεγάλων. Αρχαιόθεν όµως, είχε καταδειχθεί ότι η 
διαίσθηση όσον αφορά το άπειρο και τις ιδιότητές του, οδηγεί σε σφάλματα και 
παρανοήσεις καθώς ο άνθρωπος «ὠς πεπερασμένη οντότητα και 
αντιλαμβανόμενος ένα μικρό και πεπερασμένο κομμάτι του Σύμπαντος, 
δυσκολεύεται σε άπειρες και απειροστές έννοιες. Αυτή είναι µια εύλογη και 
προφανής εξήγηση που είναι κοντά στην ιστορική πραγματικότητα. 

Ενδιαφέρον παρουσιάζει η παιδαγωγική αξιοποίηση τῶν ιστορικών 
λαθών που διέπραξε ο άνθρωπος στην εξελικτική πορεία του σπουδαίου αυτού 
κλάδου της Μαθηματικής επιστήμης , αφού φαίνεται να ισχύει ο βιογενετικός 
νόμος ( ή Γενετική αρχή ή Γενετική ανακεφαλαίωση) . σύμφωνα µε τον 
οποίον «Η οντογένεση επαναλαμβάνει συντόμως την φυλογένεση» Η κατ΄ 
αναλογίαν µεταφορά του νόµου αυτού στην διδακτική των μαθηματικών µας 


λόει . ότι ο μαθητής κατά την διαδικασία κατάκτησης (ή δόμησης) της 


39 


µαθηµατικής γνώσης, θα επαναλάβει τα λάθη των μαθηματικών που 
ανεκάλυψαν την αντίστοιχη θεωρία. Βεβαίως έχουν διατυπωθεί αντιρρήσεις 
για την απόλυτη ισχύ του παιδαγωγικού σκέλους του νόµου αυτού’, αλλά η 
βασική του ισχύς είναι θεμελιώδης στην σχεδίαση διδακτικών καταστάσεων 
κατά την εισαγωγή νέων εννοιών. 

Συνεπώς η γνώση εκ μέρους του διδάσκοντα τῆς ιστορικής εξέλιξης των 
εννοιών του απειροστικού Λογισμού εν προκειμένω , αποτελεί εκ των ὧν ουκ 
άνευ προὐπόθεση για την διδασκαλία του σε µαθητές και σπουδαστές. 

Επ΄ αυτού ενδιαφέρον έχει η σταχυολόγηση γνωμών κάποιων γνωστών 
επιστημόνων για την αξία της ιστορίας των μαθηματικών σε σχέση µε την 
διδακτική τους εφαρµογή: 

Ηοιςί δίΓΗνε : 

-Τα προβλήματα τῶν μαθητών πολλές φορές είναι επιστηµολογικά (σ.σ. τα 
επιστηµολογικά προβλήματα είναι πιο γνωστά στην διδακτική µε τον όρο 


ζ μ 10 / . / / 
«Επιστημολογικά εμπόδια Ὁ) και οφείλονται στην φύση αυτών τῶν εννοιών. 


Για παράδειγµα. ο Βτοιδεσαι (1983) υποστηρίζει, ότι παρά την κατάλληλη εκλογή των 
διδακτικών καταστάσεων, σε μερικές περιπτώσεις, το «παλιό» μοντέλο, βγαίνει ενισχυμένο 
µέσα από µια διαδικασία που είχε σκοπό να αντικαταστήσει κάποιο άλλο . Και αυτό γίνεται, 
ακόµα και όταν ο μαθητής πείθεται ότι το «νέο» μοντέλο είναι καλύτερο από το «παλιό» . Εδώ, 
το πεδίο έρευνας ανήκει πλέον στον χώρο της Ψυχολογίας και όχιτης Επιστημολογίας. 
ΙΟ Αἰαΐπ Ώιτουχ ορίζει ένα επιστημολογικό εμπόδιο µε 4 χαρακτηριστικά: 
α)Είναι µια γνώση µε ένα αρκετό πεδίο εφαρµογής (ισχύει προφανώς για το άπειρο στα 
μαθηματικά) 
β) Αυτή η γνώση προσπαθώντας να εφαρµοσθεί και σε άλλες καταστάσεις, προκαλείλάθη που 
εντοπίζονται και αναλύονται µόνο σε σχέση µε το εμπόδιο . (Ό,τι ισχύει για το πεπερασμένο, 
δεν ισχύει κατ΄ επέκτασιν και για το άπειρο) 
Υ)Το εμπόδιο αντιστέκεται στην προσπάθεια εξειδικευμένης εφαρµογής του. (λ.χ. 
σημαντικότατο ποσοστό μαθητών και σπουδαστών αλλά και κάποιο µη αμελητέο ποσοστό 
εκπαιδευτικών μαθηματικών στην ερώτηση: «Άθροισμα απείρων στο πλήθος θετικών 
πραγματικών αριθµών δίνει αποτέλεσµα άπειρο ή πεπερασμένο)» απαντά «άπειρο» παρ΄ότι έχει 
τι 1 
θεωρητικά διδαχθεί (ή και διδάξει) ότι » ες 1) 
ὅτι 2 
δ) Η απόρριψη της γνώσης που συναντά επιστηµολογικό εμπόδιο, δημιουργεί τη νέα γνώση. 
(Εδώ η «γνώση» ότι άπειροι θετικοί έχουν πάντα άπειρο άθροισµα κλονίζεται αποφασιστικά. 
Πρέπει όμως να προκληθεί έντονη και κατάλληλη γνωστική σύγκρουση µε κατάλληλο 
πρόβλημα που θα θέσει το αναφορικό νόηµα της πρότασης.) 
Εξ άλλου η ΡἱεγρΓεῖπςΚ2 δίνει τον ορισμό του επιστημολογικού εμποδίου Ως εξής: 
Αν το εμπόδιο δεν είναι δικό µας εμπόδιο, ή πιθανόν και δύο άλλων ανθρώπων, αλλά είναι πιο 
πλατειά διαδεδομένο , ή έχει διαδοθεί κάποια φορά σε κάποιο πολιτισμό, αυτό λέγεται 
επιστηµολογικό εμπόδιο. Η ίδια η φύση τῶν επιστημολογικών εμποδίων είναι τέτοια , που δεν 
μπορούν να αποφευχθούν και ο ρόλος τους στην σκέψη µας είναι σημαντικός. 
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«Πρέπει να μελετήσουμε την Ἱστορία των μαθηματικών, γιατί τα προβλήματα 
που εμφανίσθηκαν , είναι παρόμοια µε αυτά που αντιμετωπίζουν οι µαθητές 
μας. 

Ε.Βεγρῖη : 

--. Ἡ Ἱστορία των μαθηματικών είναι µια µορφή «θεραπείας» του δογματισμού 
στην διδασκαλία των μαθηματικών. 

-. -“Η ιστορία µας βοηθά να συλλάβουμε την σηµασία και το νόηµα των 
μαθηματικών εννοιών και θεωριών. 

Ῥαο1ο ΒοςΓο : 

-- Να οδηγούµε τους µαθητές σε µια διδακτική «προβληματική» κατάσταση, 
υποχρεώνοντάς τοὺς να περάσουν απὀ τα ιστορικά στάδια κατασκευής µιας 
έννοιας 

ΕγαήςεςςΟ ΘΡΟΓΔΗ7Ε : 

-Να παρατηρούμε τα επιστηµολογικά εμπόδια που έπρεπε να 

ξεπεράσει η ανθρωπότητα για να περάσει απὀ την µια θεωρία στην άλλη . 


Παρόμοια προβλήματα αντιμετωπίζοὺυν κι οἱ µαθητές µας. 


5.2. Μεγάλα λάθη . μεγάλων μαθηματικών! 


Ἡ Ἱστορία των μαθηματικών γέµει απὀ λάθη και μάλιστα από λάθη 
γιγάντων της σκέψης. Αυτό δεν θα πρέπει να ξενίζει τον αναγνώστη, αφού είναι 
λογικό οι πρώτοι που θα έλθουν σε επαφή µε τα μεγάλα προβλήματα και τα 
συνακόλουθα επιστηµολογική εμπόδια που μπορούν να υποκρύπτονται είναι οι 
ερευνητές µιας επιστήµης . Το παράδοξο είναι να αγνοούνται αυτά τα 
προβλήµατα και να παρουσιάζονται έννοιες, που έχουν µια τεράστια ιστορική 
διαδροµή µμαθηματικούὐ  κτισίµατος και κατασταλάγµατς , µε 
υπεραπλουστευμένο τρόπο. Με τρόπο. που να αγνοεί ή να προσπερνά το είδος 
των διδακτικών και επιστηµολογικών εμποδίων που νοµοτελειακά προκύπτουν 
κατά την διδασκαλία τους. 

Επιστημονικές ρήξεις µε κατεστηµένες αντιλήψεις γίνονται συνεχώς στην 
ιστορία των θετικών επιστημών. Ο Δαρβίνος είναι ένας επιστήμονας που 


προεκάλεσε τεράστια ρήξη µε τις κατεστηµένες , παγιωµένες αντιλήψεις της 


4] 


εποχής του. Το ίδιο και ο Φρόῦδ µε την ψυχανάλυση. ο Αϊνστάιν µε την γενική 
και ειδική θεωρία της σχετικότητος. 

Ἡ ανακάλυψη της υπεραγωγιμότητας στην Φυσική ακόµα και σε 
θερμοκρασίες -60’ Ο. κατέστησε µουσειακά τα µέχρι πρό τινος διδασκόµενα 


βιβλία Ηλεκτρισμού που έλεγαν ότι «για όλους τους αγωγούς του ηλεκτρικού 
1 
ρεύµατος ισχύει Κ, - ΑΙ -- στοά, όπου Αρη αντίσταση του αγωγού σε 


θερµοκρασία 6’ «6 και Εο η αντίσταση του αγωγού στους 0; Ο. Το υπόδειγμα 
που υποδηλώνεται από τον τύπο αυτό, δίνει μηδενισμό της ὠµικής αντίστασης 
ενός αγωγού µόνο στο απόλυτο μηδέν δηλ. τους -273 6 «. Η ανακάλυψη 
υλικού που δεν υπήκουε στο παλαιό υπόδειγμα (μοντέλο) ἠήταν ένα 
αντιπαράδειγµα στο «Λια κάθε αγῶγό...» του υποδείγματος. ᾿- 

Φα έλεγε κάποιος , ότι τα λάθη στις Φυσικές επιστήμες και οι 
συνεπακόλουθες αναθεωρήσεις των μοντέλων που περιγράφουν την Φύση, 
είναι συχνότατα λόγω της ατελούς επαγωγής που χρησιμοποιούν , δηλαδή 
εξάγουν συμπεράσματα από το ειδικό για το γενικό , πράγµα που είναι πάντα 
επισφαλές στο «πειραματικό αντιπαράδειγµα» ή παρατήρηση . που θα 
προκύψει και θα ανατρέψει ή τροποποιήσει την υπάρχουσα θεωρία. Εκ πρώτης 
όψεως υποτίθεται ὁότι τέτοια φαινόμενα δεν μπορούμε να έχουμε στον χώρο 
των μαθηματικών , λόγω της αξιωματικής θεμελιώσεώς τους και της Ελληνικής 
παράδοσης της αυστηρής διαπραγµάτευσής τους που κυρίως επέβαλαν τα 
«Στοιχεία» του Ευκλείδη, αφού εδιδάσκοντο σχεδόν ατόφια µέχρι των ηµερών 
μας. 

Δεν είναι φυσικά έτσι, αφού η Ἱστορία των Μαθηματικών όπως προείπαµε γέμει 


λαθών. Ας δούµε μερικά: 


ΙΙ Το 1908 ο Όππες το παρετήρησε στους --271 Ο. μηδενισμό της ηλ. αντίστασης. Το 1960 
έγινε µια σοβαρή προσπάθεια ερμηνείας του φαινομένου, καθώς βρέθηκαν υλικά που µηδένιζαν 
την ὠµική τους αντίσταση στους --130- 6. Τέλει τῆς δεκαετίας του 50 και αρχές τῆς δεκαετίας 
του 90 ., έγινε πολύ σοβαρή έρευνα σε τέτοια υλικά , αφού µια από τις πολύ σπουδαίες 
εφαρμογές τους είναι στην κατασκευή κυκλωμάτων για «γρήγορους» Η/Υ ή και για τραίνα που 
ίπτανται λίγα εκατοστά από το έδαφος για μηδενισμό των τριβών και επίτευξη υψηλότατων 
ταχυτήτων.. 
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5.2.1. Η πλάνη του Πυθαγόρα 


Στα µαθηµατικά η πρώτη τεράστια ρήξη αναλόγου σπουδαιότητος είναι η 
ανακάλυψη των αρρήτων από τους Πυθαγορείους στον 5 αιώνα π.Χ. . Η 
παλαιά επιστημονική κατάσταση έλεγε ότι «Όλοι οι αριθμοί γράφονται υπό 
µορφή κλάσματος µε ακεραίους όρουςο» και η νέα ότι «Μερικοί αριθμοί 
γράφονται υπό µορφή κλάσματος Αμέσως υποτίθεται ότι όλοι οἱ 
προγενέστεροι και ο Πυθαγόρας .«έκαναν λάθοο»Την γεφύρωση του χάσµατος 
έκανε ο Εὔδοξος γύρω στο 370 π.Χ. που είναι και ο συγγραφέας του πέμπτου 
βιβλίου των «Στοιχείων» µε τον αναθεωρηµένο, εξαιρετικά ιδιόμορφο αλλά και 
ιδιοφυή ορισμό της αναλογίας , ο οποίος συμπεριελάμβανε και άρρητα μεγέθη 
ή μεγέθη έχοντα άπειρη ανθυφαίρεση. 

Σήµερα γνωρίζουμε κάτι πάρα πολύ ισχυρότερο για το πλήθος των 
ρητών και των αρρήτων: Αν βάλουμε σε µια φανταστική κληρωτίδα όλα τα 
στοιχείατου ϐϱ µαζί µε όλους τους αρρήτους που μπορούν να προκύψουν ως 
ρίζες πολυωνυµικών εξισώσεων µε ακεραίους συντελεστές . τότε θα έχω όλους 
τους αλγεβρικούς αριθμούς Ε . Επί πλέον θέτουμε στην κληρωτίδα τα 
στοιχεία απείρων στο πλήθος , (αλλά αριθμησίμων) αντιγράφων του ΕΒΕ . Αν 


θεωρήσω το σύνολο ΒΞ{0., 10:19000000000 


10000000000 


) που έχει το ελάχιστο «πλάτος» 10’ 
και θέσω στην κληρωτίδα µόνο τα στοιχεία του ΒΙΕ , τότε η 
πιθανότητα µε µια δοκιμή να επιλέξω στοιχείο που να ανήκει στο Ε ἡή σε 
κάποιο αντίγραφό του είναι ....μηδέν! Αυτό το εκπληκτικό και απίστευτο εκ 
πρώτης όψεως γεγονός, οφείλεται στο ότι το σύνολο των Αλγεβρικών είναι 
αριθμήσιμο , ενώ το Β είναι υπεραριθµήσιμο , και παράλληλα ισχύει ότι 
«άπειρη αριθµήσιµη ένωση αριθμησίμῶων συνόλων , δίνει αριθμήσιμο σύνολο» 


, / , 12 / / 
Θα μπορούσε το Β να αντικατασταθεί µε το σύνολο του Οαπίοτ ΄ το οποίο είναι 





'3Το σύνολο του Οοπίο: ορίζεται ὡς εξής: Θεωρούμε το σύνολο [0.1]. Το τριχοτομούμε και 

εξαιρούµε το µεσαίο τµήµα του τν. .Απομένειτο . ω τα κάθε ένα από τα δύο 
33 3 3 

τμήματά του, το τριχοτομούμµε και εξαιρούµε το μεσαίο κ.ο.κ. επ΄ άπειρον. Το σύνολο που 

προκύπτει από αυτή την επ΄άπειρον διαδικασία λέγεται «Σύνολο του ΟαπΠίοτ» και έχει πάρα 


πολύ ενδιαφέρουσες ιδιότητες. (Βλέπε και Σ.Νεγρεπόντης Σ. Γιωτόπουλος Ε. Γιαννακούλιας 
«Απειροστικός Λογισμόο) Τόμος 1. σελ. 260) 
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κι αυτό υπεραριθµήσιµο, αλλά τρόπον τινά «χωρίς μήκος» (αυστηρά έχει 














µέτρο μηδέν ὥς προςτο σύνηθες µέτρο στο Ἐ.) 


5.2.2.Όι «αδύνατοι αριθμοῦ του ΕιΙογ κ.α. 


Το 1770 ο ΕιΙεγ γράφει ότι οι ρίζες των αρνητικών αριθμών είναι 
«αδύνατοι αριθμο ενώ ακόµα και µετά δ6 έτη . το Ιδ56ό ο Ώο Μοίρεπ 
γράφει ότι «Το σύμβολο Ζ είναι ανερμήνευτο» Οι Φανταστικοί αριθμοί δεν 
έχουν ακόµη ἸὙίνει αποδεκτοί . θα λέγαμε ούτε καν οι αρνητικοί 
Χαρακτηριστικό παράδειγµα αποτελεί η αυτοβιογραφία του Φίεπάµα!΄ , στην 
οποία γράφει ότι όταν ήταν 14 ετών (δηλ. το 1797 ) δεν μπορούσε να καταλάβει 
τον κανόνα τῶν προσήµων μεταξύ δύο αρνητικών αριθμών. Γιατί δηλαδή 
«πλην επί πλην δίνει αποτέλεσµα συν» Μοιάζει απίστευτο, αλλά ακόµα και το 
1920 δεν είχε δοθεί ικανοποιητική απάντηση σε αυτό το πρόβλημα, παρ΄ ότι η 
εμφάνιση των αρνητικών αριθμών είναι κατά πολύ παλαιοτέρα. Η ύπαρξη 
αρνητικών αριθμών στην λύση ενός προβλήματος µε εξίσωση µάλιστα ήταν 
τόσο ενοχλητική, ως προς το αναφορικό της νόηµα , ώστε ο Ὠοδεκτίος 
προέτεινε να αλλάζονται οι συντελεστές της εξίσωσης όταν προκύπτουν 
«λάθος» (ΞΞαρνητικές) λύσεις. 

Για να γίνει πλήρως κατανοητό του τι έλεγε ο Ὠεδοατίες δίνουμε ένα 
συγκεκριµένο πρόβλημα : 

«Ο Γιάννης είναι 45 ετών και η κόρη του Ευγενία 12 ετών . Σε πόσα χρόνια θα 
έχει τετραπλάσια ηλικία από την κόρη του;» 

Λύση: έστω ότι αυτό θα επιτευχθεί µετά χ έτη. Τότε θα ισχύει: 

45 ΓχΞΔ(121χ) «Ὁ 45-4δ--4χ-χ «»32χ-32 «ὸχξ-Ι . Άρα αυτό δεν θα επιτευχθεί 
στο µέλλον, και έχει ήδη πραγµατοποιηθεί πριν ένα χρόνο. 

Ο Βοξεαγίες για το ίδιο πρόβλημα θα έλεγε ότι κακώς προσθέσαµετο χ 
υποθέτοντας α ΡρΠοτί την πραγματοποίηση του γεγονότος στο μέλλον . Θα 
έπρεπε να επαναδιατυπώσουµε το πρόβλημα και να πούμε «πριν πόσα χρόνια 
είχε τετραπλάσια ηλικία» «να βάλουμε -χ και να βρούμε χΞΙ αποφεύγοντας 


την αρνητική τιµή. 





| ςιοπά]α! (Ηοηπί-Ματία ΒογΙο) 1753-1842 Διάσημος Γάλλος ευπατρίδης συγγραφέας . 
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Την ίδια θεώρηση είχε και ο Εετπ]αΐ, οποίος και αυτός θεωρούσε ὣς «λάθος» 
τις αρνητικές ρίζες µιας εξίσωσης. Σήµερα ίσως να θεωρούμε δεδομένη την 
«φυσική ερμηνεία» της αρνητικής ρίζας στο πραγµατικό πρόβλημα που θέσαµε 
» αλλά αφού ενοχλείο ο Ὠεδοβτες και ο Εοατπιαί , πρέπει να έχουµε 
τουλάχιστον κατά νου ως διδάσκοντες, κατά πόσο µπορεί να ενοχλείται και ο 
μικρός Νίκος της Β΄ Γυμνασίου. 

Στα 1503 ο (αγποί γράφει: 


«ἜὭστω η αναλογία --- Αν δεύτερος όρος της αναλογίας (-1) ήταν 


μικρότερος του μηδενός, τότε θα ήταν και μικρότερος του 1 (δηλ. του πρώτου 
όρου της αναλογίας, του 1 ). Τότε όµως και ο τέταρτος όρος της αναλογίας το 
1. θα ήταν μικρότερος από τον τρίτο (-1) , πράγµα που αποτελεί αντίφαση.» 
Και συνεχίζει ο (ϱαῑποί : «Λόγω τῶν αρνητικών παίρνουμε και Κάτι άλλο 
παράλογο: Το (-2) είναι μικρότερο του (4-2). Ἐν τούτοις (-3):2(42). Δηλαδή 
ανάµεσα σε δύο ποσότητες άνισες, το τετράγωνο της μικρότερης , είναι 
µεγαλύτερο από το τετράγωνο της μεγαλύτερης, Κάτι που καταπλήσσει τον νου 
μας» 

Αφού τον 19” αιώνα διετυπώνεντο τέτοιες απόψεις, είναι φυσικό μάλλον ο 
8Η γύρω στα 1655 που παρ᾽ ότι εισήγαγε τις απειροσειρές τα 


απειρογινόµενα και βρήκε εκπληκτικά αποτελέσµατα στον Απειροστικό 
. : ν ο κα 
Λογισμό ὠς πρόδρομόςτου. να γράφει ΄ ότι ο οο και -ἶἰλοο 


Στην μαθηματική βιβλιογραφία τα περισσότερα ιστορικά λάθη στις απαρχές 
του Απειροστικού Λογισμού , φαίνεται να τα έχει διαπράξει ο ΕπΙετ , πράγμα 
που ίσως και να συνιστά απόδειξη ότι ήταν ο πλέον παραγωγικός μαθηματικός 
µετά την Αναγέννηση και ίσως όλων των εποχών. Το πλήθος των 
αποτελεσμάτων που φέρουν το όνομά του είναι µια ένδειξη. Είναι φυσικό 
λοιπόν να έχει διαπράξει και τα περισσότερα λάθη. µιας και τον 185’ αιώνα που 
έδρασε επιστημονικά δεν είχε θεμελιωθεί η έννοια της σύγκλισης των σειρών 
και γι αυτό έλεγελ.χ. ότι 

.-3-5--73-9--11-...Ξ 0 . Σήµερα αυτό θα μπορούσε να θεωρηθεί 
ασυγχώρητο λάθος για ένα µαθητή ή πρωτοετή φοιτητή, µιας και η πρώτη 





Ρικ 1]. διίκ «Συνοπτική Ἱστορία των Μαθηματικών» εκδόσεις Ζαχαρόπουλος 1982. σελ. 
171. 
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πρόταση που διδάσκεται στο κεφάλαιο των Σειρών , είναι ότι «Ακαγκαία 
συνθήκη για να συγκλίνι η σειρά λα, είναι α, -»0» Εδώ έχομε 
νι 


- ῷ | ͵ . ΄ : ; 
α, Ξ(-!)(ν ΓΙ) η οποία δεν είναι καν συγκλίνουσα Και άρα ούτε η σειρά 


είναι δυνατόν να συγκλίνει. Στην πραγματικότητα μάλιστα, δεν υπάρχει σε 
οποιοδήποτε βιβλίο ούτε µία άσκηση µη σύγκλισης σειράς µε γενικό όρο 
αυτού του τύπου (µη συγκλίνουσα ακολουθία ) αφού συγκλίνουσες σειρές 
είναι µόνο κάποιες απ΄ αυτές που έχουν γενικούς όρους µηδενικές ακολουθίες. 
Έτσι λοιπόν µε την σηµερινή θεώρηση το λάθος Φαίνεται εντελώς 
παιδαριώδες. Τότε, µόνο τέτοιο δεν ήταν, αφού ήταν λάθος ενός πραγματικού 
γίγαντα των Μαθηματικών! 

Ο Ει]ετ χειρίστηκε απειροσειρές µε αλγεβρικό τρόπο , κάτι που σήµερα 
γνωρίζουμε πώς γενικώς απαγορεύεται. Για παράδειγµα: έπαιρνε τον τύπο που 


σήµερα γνωρίζουμε ότι εκφράζει το ἀάθροισα των απείρων όρων 


: : 2 3 ἤ : ι 
γεωμετρικής προόδου η΄ ΕΠ’ -Ε...... τος (1) και τον παρόμοιο τύπο 
-Ἡ 
1.1 1 1 Ἰ . --- ; 
Ἱγτ Ἔσσ Έτ Ἔωιτσπτττ-- (2). τους προσέθετε κατά µέλη και έβγαζε 
π π η ... τη 
η 
. ἷ ο ο ἃ --- 
τὸ συμπερασμά ότι. πες Ἔς ΕΙ ΕΠΗ ΠΠ Ερμή Ξ0. (39) 
απ. π η 


Το λάθος αυτό σήµερα θεωρητικά το γνωρίζει ένας µαθητής της Β΄ Λυκείου, 


αφού η σχέση (1) ισχύει µόνον όταν |π]«1 (Ἀλενώ η σχέση (2) ισχύει µόνον 


όταν κ ΚΙ «51 (3) Οι (3)όε (3 Ἠ) δεν συναληθεύουν , συνεπώς η (3) 
η 











δεν ισχύει για κανένα πε]. Να σημειωθεί όµως, ότι οι τύποι αυτοί δεν είχαν 





προκύψει µε απειροστικές διαδικασίες «αλλά ο (1) ήταν το ανάπτυγμα του 
΄ -ἶ ; ; μ , 
διωνύμου (1 -- π) επί το η. Ὑποτίθεται ότι το διώνυµο του Νονίοι 


αναπτύσσεται και µε εκθέτη --Ι, επ΄ άπειρον . Οµοίως και ο τύπος (2) είναι το 
: ο. : : : : 
ανάπτυγµατου (1----) «Με αυτέςτις γενικεύσειςτου , ο Επίετ είχε δεχθεί και 
η 


ως σωστά αποτελέσµατα, που η σηµερινή αναγραφή τους προκαλεί το 


λιγότερο...φρίκη! Συγκεκριµένα ,. ᾖΚΣεκινώντας απὀ τον τύπο 
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:--π) . ξ-[ανπ-επ) πὶ Επ -Ε..... . θέτοντας π Ξ-2 έβγαζε την απίστευτη 


ισότητα --ΙΞΞ1 24167... 
Στην θεμελίωση του απειροστικού λογισμού ο ΕιΙετ και συγκεκριµένα στο 
έργο του «Διαφορικός Λογισμός που δημοσίευσε το 1755 . έγραφε ότι µια 
απειροστή ποσότητα είναι αληθινά μηδέν . Συγκεκριµένα: 

αἙπάχ-α , ἄχ(άκ)”'' -- ὧν ανα :οἶχ-- ανάκ. Επακριβώς 

έγραφε: 

«Υπάρχουν , επομένως . άπειρες τάξεις των απείρως μικρών ποσοτήτων. Παρ 
όλο που αυτές οι ποσότητες είναι όλες ίσες µε μηδέν, υπάρχει σαφής διάκριση 
της µιας απὀ την άλλη. Αρκεί να προσέξουμε την αμοιβαία σχέση τους ., η 
οποία ερμηνεύεται µε ένα γεωμετρικό λόγο» 
Ῥεβαίως την έννοια του απειροστού δεν την είχε διευκρινίσει πλήρως ούτε ο 
ίδιος ο ΤιεἰρπίΖ που µαζί µε τον Νενίοι θεωρούνται οι δύο βασικοί 
συνθεμελιωτές του Απειροστικού Λογισμού. Η έννοια του απειροστού ίσως να 
διευκρινίσθηκε µετά από δύο αιώνες στην δεκαετία του 6θ΄από τον Α. 
Κοβρίηςοη µε την θεμελίωση της «μη συμβατικής Ανάλυσης» Γράφουµε «ἴσως 
να διευκρινίσθηκε») διότι το αντίτιμο για την «διευκρίνιση» είναι η µη ισχύς 
του αξιώματος των Αρχιμήδους --Ευδόξου. Κατά την γνώµη του γράφοντος 
μάλιστα, µε µια αναλογικότητα , θα μπορούσαμε να δούµε αυτό το φαινόμενο 
ανάµεσα στην µη συμβατότητα των νόμων της κλασσικής Φυσικής και τῆς 
Κβαντοµηχανικής, όπως και στην µη συμβατότητα των νόμων της 
µικροοικονοµίας και τής µακροοικονοµίας , δηλαδή ανάµεσα σε µικροκλίµακα 
και µακροκλίµακα. Το προηγούμενο είναι µια ενδιαφέρουσα ιδέα, που όµως 
χρειάζεται περαιτέρω προσέγγιση Επιστηµολογική , Κυβερνητική και ίσως 
Φιλοσοφική. 
Γεγονός όµως ήταν ότι τον 18 αιώνα επικρατούσε µεγάλη σύγχυση µε τα 
απειροστά αφού η έννοια του ορίου που γνωρίζουμε σήµερα δεν είχε 
θεµελιωθεί. Από την µία µεριά ήταν οι μαθηματικοί οι οποίοι ήσαν βέβαιοι για 
την ορθότητα τῶν απειροστών , αφού έλυναν πραγματικά προβλήματα που δεν 
μπορούσε να λύσει η Γεωμετρία και απὀ την άλλη µεριά ήσαν εκτεθειµένοι 


στην κριτική του Επισκόπου ΒεΓΚκεἰεγ ο οποίος επιτέθηκε στην θεωρία των 





15 Ἠοννατά Ενος «Μεγάλες στιγμές των Μαθηματικών µετά το 1650» εκδόσεις ΤΡΟΧΑΛΙΑ τ.2 
σελ. 179 
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ροών ὁ του Νενίοι το 1734 µε το κείµενο «Τῖιο Απαϊγςο (Ο Αναλύστας) 
χλευάζοντας τα Απειροστά που άλλοτε τα θεωρούνε οι μαθηματικοί ὡς μηδέν 
και άλλοτε ως µη μηδέν. Τα παρομοίαζε µε «φαντάσματα ποσοτήτων που 
απέρχονταυ Πίστευε μάλιστα , ότιτα σὠστά αποτελέσµατα στα οποία έφθανε ο 
Απειροστικός Λογισμός ήταν αποτέλεσµα αλληλοαναιρούμενων λαθών. Οι 
Ροές του Νεύτωνα ήταν απαράδεκτες για τον Βοείκε]εγ . Απευθυνόμενος µέσω 
του βιβλίου του στον «άπιστο Μαθηματικό» Ηδί]εν έλεγε: «Αλλά όποιος 
µπορεί να χωνέψει µια δεύτερη ή µια τρίτη Ροή (Ξπαράγῶγο) µια δεύτερη ή 
µια τρίτη διαφορά, δεν χρειάζεται νομίζω να τον πιάνει δυσπεψία για το 
οποιοδήποτε Σημείο του Θείου» 

Και αλλού συνέχιζε: «Οι επιστήμονες επιτίθενται στην θρησκεία ὡς παράλογης. 
Ας βελτιώσουν λοιπόν τον τρόπο µε τον οποίον οἱ ίδιοι σκέπτονται. Μια 
ποσότητα είναι μηδέν είτε όχι. Δεν υπάρχει τίποτε ενδιάμεσο.» 

Τους μαθηματικούς της εποχής του ο ΒεΓκε]εγ τους χαρακτήριζε ὡς ανθρώπους 
που «συνηθίζουν να υπολογίζουν , αντί να σκέπτονταυ) 

Άλλο ένα σηµαντικά ιστορικό παράδοξο και λάθος που προεκάλεσε µεγάλες 
συζητήσεις είναι η σειρά του (μιἱάο (γαπάϊ (1671-1742) Αυτός ήταν ένας 


καθηγητής ιερωμένος απὀ την Πίζα , γνωστός για την µελέτη του για την 














ροδοειδή καμπύλη (σε πολικές συντεταγμένες τ(θΞηµ(ωῦ .ω ΕΙΚ) καθώς και 
άλλων καμπυλών που μοιάζουν µε άνθη. Ο «ταπάϊ ισχυρίζετο, ότι η διπλή 


ισότητα 





πο... να Ξ/(1--1}-ε(ἱ-- 1) --(1--1) --....... Ξ0-0--0--0--....... 


είναι το σύμβολο τῆς δημιουργίας εκ του μηδενός. Για να τεκμηριώσει το 
(απίστευτο µε τα σημερινά κριτήρια) εξαγόµενό του, του έδωσε αναφορικό 
νόηµα µε ένα πρόβλημα, σύμφωνα µε το οποίο, ένας πατέρας αφήνει 
κληρονομιά ένα διαμάντι σε δύο γιους του . υπό τον όρο να μένει το πετράδι 
εναλλάξ στην κατοχή εκάστου αδελφού ανά έτος. Έτσι στον κάθε γιο θα ανήκε 
το ήμισυ. Πριν καταλήξει σε αυτό το συμπέρασμα ., Είχε παρατηρήσει, ότι αν 
αναδιαταχθούν κατάλληλα οι όροιτης 

1 Σύμφωνα µε την θεωρία των ροών του Νοννίοπ.. για να βρει την «ροή» (ΞΞ παράγωγο) της 
συνάρτησης ΥΞ-χ” ΕΙ. όπου χ έθετε χ-:0 και σχημάτιζε την διαφορά [(χ:0) «Ι1]-[χ- τε]. 
Διαιρούσε την διαφορά µε το «0» Έκανε απλοποίηση του κλάσματος θεωρώντας το «0» ὡς 


οντότητα µη μηδενική και στην συνέχεια διέγραφε όσους όρους περιείχαν το ϐ ..Έφθανε έτσι 
μ ς 2 
στο σωστό αποτέλεσµα 2χ-. 
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δΞ]--1 1 --1--1--τ--Τ δίνουν ὡς αποτέλεσµα μηδέν (όπως είδαμε) ή | 
, διότι αν θέσουµε αλλιώς τις παρενθέσεις, θα έχουµε 


ουσ Ἐ ος: Φ56)51-0--0-ὐ0--θ--....... Φ6Ξ] 





έτσι ο («ΤαπάΙ κατέληξε στο τουλάχιστον μεταφυσικό συμπέρασμα ότι η 
αληθής τιµή του 5 είναι η µέση τιµή του ϐ και { , δηλτο ν2 το οποίο ενέδυσε 
και µε την ιστορία του πατέρα µε το διαμάντι. 

Στο αποτέλεσµα ’Α, μπορούμε να φθάσουμε και µε µια άλλη προσέγγιση: 


ς-ι-α- τι ΟΕΕ ες 





ο -[-δο 
25Ξ]«» 
ο-- 

2 


Το ίδιο απίστευτο αποτέλεσµα 2 υποστήριξε και ο πολύς Ι1εθηϊζ 
υποστηρίζοντας ότι αφού κάνει και 0 και 1 . η «αλήθεια» βρίσκεται στην µέση 
τιµή! 

Σήµερα γνωρίζουμε ότι αυτή η απειροσειρά δεν έχει νόηµα πραγματικού 
αριθμού και συνεπώς οποιοσδήποτε μαθηματικός τῆς χειρισμός που την θεωρεί 
8 ΡτίοΠί ὡς αριθµό, δεν έχει νόηµα. 

Ο ϱαιςΠγ το 1521 διατύπωσε την πρόταση ότι «Αν η ({π) είναι ακολουθία 
συνεχών συναρτήσεων και {ι--»Ε, τότε και η ΓΕ είναι συνεχής» Η πρόταση αυτή 
σήµερα γνωρίζουμε τι είναι λανθασμένη (Λβλ.ΒΙ7.Ι1.2) Τα πρώτα 
αντιπαραδείγµατα τα έδωσαν οι Εοιπεγ και ΑΡεΙ . Την οριστική απάντηση 
έδωσε ο ΦεἰάεΙΙ΄ µετά απὀ 26 χρόνια κάνοντας το αρχικό χτίσιμο της έννοιας 
της οµοιόμορφης συνέχειας. 

Με το χρόνο συσσωρεύθηκαν πάρα πολλά παράδοξα και έγινε σαφές ότι τα 
μαθηματικά περνούσαν µια δεύτερη µεγάλη κρίση. Την πρώτη κρίση την έλυσε 
ο Εύδοξος µε την εισαγωγή του νέου ορισμού για την αναλογία. Το τιτάνιο 
έργο για την αυστηρή θεµελίώση του Απειροστικού λογισμού θα το αναλάβουν 
οι ΤασγαπΠςοε , (2.5 . (416ΝΥ , ΕΙΕΠΙΑΠΠ και την προσπάθεια αυτή θα την 
συστηµατοποιήσει τελικώς ο ἨΝεἰειςίγα55 µε την λεγόμενη «αριθμητικοποίηση 


της Ανάλυσης» αφ΄ ενός και την εισαγωγή των «ε, ὃ, ορισμών» αφ΄ ετέρου. 





ΙΤ Μια εξαιρετική προσέγγιση απὀ επιστηµολογική άποψη στην ιστορική αυτή διαμάχη. έχει 
κάνει ο ΓαΚαίος στις «Αποδείξεις και ανασκευές» εκδόσεις ΤΡΟΧΑΛΙΑ σελ.Ι59-209 
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6. Οι Σημαντικές ιστορικές στιγμές του Απειροστικού 
Λογισμού και το αντιπαράδειγµα. 


6.1. Η ανακάλυψη της αρρητότητας του 2 

δη αναφέραμε . ότι η ανακάλυψη ότι ο λόγος της διαμέτρου 
τετραγώνου προς την πλευρά του , δηλ. το «ο έχει άπειρη (περιοδική) 
ανθυφαίρεση [1.22222222....... Ἰή (µε σύγχρονο συμβολισμό) εκφράζεται µε 


ένα απέραντο συνεχιζόµενο κλάσμα της µορφής 1- : Ἱ ή δεν 
2. ] 
2 


2-Γ Ι 
2-Ε.... 








τίθεται υπό την µορφή κλάσματος ” μεα, β 


ακέραιους όρους, απετέλεσε αντιπαράδειγµα 
που κατέρριψε τον µέχρι τότε ισχυρισμό του Το 


Πυθαγόρα και της Σχολής του ότι «όλοι οι ας 


αριθμοί και οι μεταξύ τους σχέσεις έχουν λόγο | Δωδεκάεδρο και το επίπεδο 
ακεραίου προς ακέραιο». ανάπτυγµά του σε κανονικά 


πεντάγωνα. 






Κατά τον νοη ΕΠΙΖὃ η ανακάλυψη των αρρήτων 
μεγεθών, πρέπει να αποδοθεί στον Πυθαγόρειο 
Ίππασο τον Μεταπόντιο, ο οποίος θα πρέπει να 
έκανε την ανακάλυψη σε πεντάγὠνο , µιας και 

η κάτω Ιταλία γέµει κρυστάλλων πυριτίου που 

είναι κανονικά δωδεκάεδρα και σχηματίζονται 

από κανονικά πεντάγωνα 7 
Θέλοντας ο Ίππασος να βρει το κοινό µέτρο πλευράς 

και διαγωνίου του κανονικού πενταγώνου µε αμοιβαία υφαίρεση 
(ΞΞανθυφαίρεση), εκτελεί την σχετική Ευκλείδειο αλγοριθµική διαδικασία. 
Αυτή συνίσταται στο να βρούμε πόσες ακέραιες φορές η πλευρά χωρά στην 
διαγώνιο (εδώ µία φορά ) και τι περισσεύει. Στην συνέχεια αυτό που 


περισσεύει πόσες ακέραιες φορές χωρά στην πλευρά (πάλι µία φορά) και τι 





|" Ἠλέπε και Διονυσίου Α. Αναπολιτάνου «Εισαγωγή στη Φιλοσοφία των Μαθηματικών» 
εκδόσεις ΝΕΦΕΛΗ 1985, σελ. 24-27. 
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περισσεύει .΄ Αυτό όµως που περισσεύει την δεύτερη φορά , είναι η πλευρά 
του μικρότερου κανονικού πενταγώνου . Έτσι, αυτή η αλγοριθµική διαδικασία 
συνεχίζεται επ᾽ άπειρον (όπως φαίνεται στο παραπλεύρως σχήμα) και είναι 
αδύνατον να πάρουµε ένα κοινό μέτρο ., αφού δεν σταματάει ποτέ. Αν υπήρχε 
όµως κοινό μέτρο, οσοδήποτε μικρό, αυτή η ανθυφαιρετική διαδικασία θα 
διαρκούσε πεπερασμένα βήματα, επομένως δεν υπάρχει κοινό μέτρο μεταξύ 
πλευράς και διαγωνίου κανονικού πενταγώνου! Το άλλο είδος αριθμού που 


δημιουργείται εδώ εκφράζεται µε την επ᾽ άπειρον περιοδική ανθυφαίρεση 














μα ο ] ή το συνεχές άπειρο κλάσμα 
1 
1 -ε ποπ ιν οποίο εκφράζει τον λόγο τῆς χρυσής τομής 
1 -ε 
1 
1 -ε 
1 
1 -ε 1 
1 -ε 
ρα ῥα 
1 
τονφ, όπου ΦΞ να 5 οἱ 8 αλα 





του 1 αλιλαίου. 


Είναι πάντα όπως νομίζει ο πολύς κόσμος το µέρος μικρότερο του όλου; Μέχρι 
την ανακάλυψη των αρνητικών αριθμών αυτό ήταν µια κοινή έννοια στον 


Ευκλείδη” και µια δεδομένη αρχή σε όλους τους ανθρώπους: Αλλά όµως, 
αντιπαραδείγµατος χάριν .η ανίσώση αλα µε την απροσδόκητη 


μετάφραση «το ήμισυ είναι μεγαλύτερο του όλου» ,αληθεύει για κάθε χ«θ. 
Αυτό και σήµερα αποτελεί ένα επιστηµολογικό εμπόδιο για τα παιδιά του 
Γυμνασίου, αφού η αντίθετη ακριβώς πρόταση αποτελεί «κοινή έννοια». 

Τι γίνεται όµως µετις άπειρες οντότητες; 

Ι9Σε αυτά τα συμπεράσματα µπορεί να φθάσει ο αναγνώστης, αρκεί να παρατηρήσει ότι 
δημιουργούνται συνεχώς ισοσκελή τρίγωνα µε γωνία κορυφής 26’ και βάσης 72:-2χ36΄ καθώς 


και ισοσκελή τρίγωνα µε γωνία κορυφής 108: ««2336΄ και βάσης 36:. 


20 “ , κ / / κ ν ϱ/ ω / ω 
Ἡ πέμπτη κοινή έννοια στα «Στοιχεία» του Ευκλείδη «Παὶ τὸ ὅλον τοῦ μέρους μεῖζον 
[ἐστιν |.» 
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Ἠδη στις αρχές του 17ου αιώνα, ο Γαλιλαίος επεξεργάστηκε τα παράδοξα του 
απείρου”, και παρατήρησε ότι είναι δυνατόν να οριστεί µία «Ι-Ι» και επί 
αντιστοιχία ανάµεσα στους φυσικούς αριθμούς και τα τετράγωνά τους. Το 
βιβλίο του µε τίτλο «Συζητήσεις και μαθηματικές αποδείξεις για δύο νέες 
επιστήµες που αναφέρονται στη µήχανική και στις τοπικές κινήσεις» (16356) 
περιλαμβάνει ένα διάλογο στον οποίο ο δα]νίαίϊ, εκφράζοντας τις ιδέες του 
Γαλιλαίου. λέειτα ακόλουθα: 

«Ό,τι είπαμε αφορά ένα πλήθος δυσκολιών που ανακύπτουν διότι, όταν 
χρησιμοποιούμε τις περιορισμένες νοητικές µας ικανότητες για να συζητήσουμε 
σχετικά µε το άπειρο, αποδίδουµε σ᾿ αυτό ιδιότητες που γνωρίζουμε από 
πράγματα πεπερασμένα και φραγμένα. Τούτο όμως εἶναι εσφαλμένο, διότι 
Ιδιότητες όπως το μεγαλύτερο ή το μικρότερο μέγεθος και η ισότητα δεν 
εφαρμόζονται στο άπειρο: δεν μπορούμε να πούμε ότι ένα άπειρο είναι μικρότερο 
απὀ ένα ἀἆλλο, ή ότι ένα άπειρο εἴναι ἴσο µε ένα ἀἆλλο.» 

Για να αποδείξει την ιδέα του, ο Φα]νίαίὶ επισημαίνει ότι, αφ’ ενός, «τα 
τετράγώνα είναι τόσα όσες κα! Οἱ ρίζες, αφού κάθε τετράγωνο έχει τή ρίζα του 
και κάθε ρίζα το τετράἀγωνὀ τής' κανένα τετράγωνο δεν μπορεί να ἔχει 
περισσότερες από µία ρίζες, και καμία ρίζα περισσότερα από ένα τετράγωνα  ... 
Επίσης, οἱ ρίζες είναι τόσες όσοι και οἱ αριθμοί, διότι δεν υπάρχει αριθµός που 
ὃεν µπορεί να }ραφτεί ως ρίζα κάποιου τετραγώνου: επειδή έτσι έχουν τα 
πράγματα, πρέπει να παραδεχτούμε ὁτι τα τετράγωνα είναι τόσα σοι καὶ Οἱ 
αριθµοΙ.....» 

αλλά, αφ’ ετέρου 

«το πλήθος των αριθμών --τειραγώνων και µη-- εἶναι μεγαλύτερο απὀ το 
πλήθος των τετραγώνων,» 

και επίσης, «όσο προχωρούµε προς μεγάλους αριθμούς, το πλήθος τὼν τε- 
τραγώνων μειώνεται συνεχώς και ταχύτατα.» 

Σύμφωνα µε τον δα]νίαίὶ, μόνο ένας τρόπος υπάρχει για να αποφύγουμε την 


παραπάνω αντίφαση: 





31 Το καλύτερο στα Ελληνικά βιβλίο για το μαθηματικό άπειρο. είναι το «Αναζητώντας το 
άπειρο» του Ναιπι ὙαΚον]ενίοα ΨοπΚΙΠ. Είναι ένα μικρό βιβλίο, εξαιρετικά εκλαϊκευμένο 
και ταυτόχρονα εξαιρετικά επιστημονικό και πλήρες , πράγμα που υπό συνήθεις προῦποθέσεις 
θα αποτελούσε αντίφαση. Η φαινομενική «αντίφαση» αίρεται µε τη µαεστρία και πληρότητα 
που παρουσιάζει το θέµα ο συγγραφέας και µε την άρτια µεταφραστική εργασία που έχει γίνει. 


ο. 


«41εν βλέπω άλλη λύση απὀ το να παραδεχτούμε ότι υπάρχουν άπειροι αριθμοί, 
άπειρα τετράγωνα και άπειρες ρίζες. 4εν μπορούμε να πούμε ότι τα τετράγωνα 
είναι λιγότερα από τους αριθμούς ή ότι οἱ αριθμοί είναι περισσότεροι απὀ τα 
τετράγωνα: σε τελική ανάλυση, οἱ Ιδιότητες τής ισότητας καὶ του μικρότερου ή 
του μεγαλύτερου μεγέθους είναι εφαρμόσιµες μόνο στις πεπερασµένες ποσότητες, 
και ὀχι όταν ασχολούμαστε µε το άπειρο.» 

Ουσιαστικά, τα παραπάνω δείχνουν ότι ο Γαλιλαίος είχε επίγνωση της έννοιας 
της αμφιμονοσήμαντης («1-1» και επί ) αντιστοιχίας, είχε αντιληφθεί ότι µια 
τέτοια αντιστοιχία µπορεί να οριστεί ανάµεσα στους φυσικούς αριθμούς και τα 
τετράγωνά τους, Και ότι, συνεπώς μπορούσε κανείς να πει ότι τα εν λόγω 
σύνολα έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων. Είχε αντιληφθεί, επίσης, ότι είναι 
δυνατό το µέρος να είναι ίσο µε το όλον στην περίπτωση ενός απειροσυνόλου. 
Κατέληξε όµως στο λανθασμένο συμπέρασμα ότι όλα τα άπειρα είναι ίδια. 
Αυτό ισχύει όσον αφορά τα υποσύνολα του συνόλου τῶν φυσικών αριθμών, 
τα οποία έχουν άπειρα στοιχεία που είναι δυνατόν να αριθμηθούν. 

Ο Γαλιλαίος δεν μπορούσε να φανταστεί ότι το σύνολο τῶν σημείων ενός 
διαστήματος δεν είναι δυνατόν να απαριθµηθεί Όπως οι αρχαίοι ατοµικοί 
φιλόσοφοι, υπέθεσε και αυτός ότι ένα διάστηµα αποτελείται απὀ άπειρο πλήθος 
αδιαίρετων μερών τα οποία μπορούν να αριθμηθούν. Το αντιπαράδειγµα εδώ 
θα έλθει από τον (αΠίοΟΓ και το περίφημο διαγώνιο επιχείρηµά τον, που θα 


δούµε παρακάτω. 


6.5. Ο «απίος ανακαλύπτει την ἆλλη διάσταση του απείρου. Το 
Νισοπληθικό µετο Ζ καιτο ο! 


Ἔτσι, οι άρτιοι φυσικοί παρ΄ ότι φαίνονται να είναι οἱ µισοί σε σχέση µε 
όλους τους φυσικούς , υπάρχει απεικόνιση { από το στο σύνολο των 
αρτίων µε {Γ(1)Ξ2 που είναι «1-1» και επί. Ομοίως και το παράδειγµα του 


Γαλιλαίου αντιστοιχίζει τοὺς τετράγῶνους φυσικούς µε όλους τους φυσικούς, 
παρ΄ ότι οι τετράγῶνοι εμφανίζονται µε όλο και μικρότερη συχνότητα 
αυξανοµένου του η . Αυτό µπορεί να το διαπιστώσει κάποιος αν θεωρήσει την 
ταυτότητα (1.1) --π΄ -2Η-Ε1 η οποία κατ’ ουσίαν λέει ότι η απόσταση δύο 


διαδοχικών τετραγώνων είναι (σχεδόν) ανάλογη του π., ή αλλιώς, η απόσταση 


. 


μεταξύ δύο διαδοχικών τετραγώνων δεν είναι φραγµένη και άρα µπορεί να γίνει 
απεριόριστα µεγάλη. Ο Γαλιλαίος αντί για τα τετράγώνα θα μπορούσε να 
θεωρήσει του κύβους ή και οποιαδήποτε δύναμη που η κατανομή τους στο Ν 
φαίνεται να είναι ακόµα «πιο αραιή» από τα τετράγωνα και να καταλήξει στο 
ίδιο συμπέρασμα. Φαίνεται λοιπόν, ότι κάθε γνήσιο αλλά άπειρο υποσύνολο 
του Ν να είναι ισοπληθικό µε το ίδιο το Ν. Τι γίνεαι όμως µε τα 
υπερσύνολα του Ν; Γιατο Ζ έχω ότι κι αυτό έχει τον ίδιο πληθικό αριθµό µε 
το Ν, αφού μπορώ να ορίσω συνάρτηση 
27.αν 2320 
-ἰ-22,.αν2ζ-« ) 


ο ο 


η οποία όπως μπορούμε εύκολα να δείξουμε είναι «1-1» και επί. 


Γιατο «ϐϱ ήλπιζεο ο ΟαΠίΟΓ, ότι δεν θα είναι ισοπληθικό µετο Ν.᾽ Μην 














{ / / / 23 { / / 
ξεχνάμε ότιτο ϱ είναι πυκνό στο "και φυσικά πυκνό και στον εαυτό του. 
Παρ΄ όλα αυτά έκπληκτος ανεκάλυψε ότι κι αυτό είναι του ιδίου πληθικού 
αριθμού , αφού κατόρθῶσε να θέσει σε «1-ἱ» και επί αντιστοίχιση τα στοιχεία 


του Ω µετα στοιχεία του Ν., όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα: 


1 
1 1 1 1 -- 
ο εδ ο μαμα ο) 
1 2 3 ο. οι νν 
κ ας κ΄ ώ 
ο. ὃν ον ον ὁδ 
1 2 3 4 
ν - 4 σα 
ο ον ο ὃν δολ, 
1 2 3 4 
κ 4 κ΄ ὤ- 
ὃν ο ο ο 
1 2 3 4 2.9.9. 


Για να εξηγηθεί αυτή η «βουστροφηδόν» διαγώνια απαριθµητική 


διάταξη. πρέπει να παρατηρήσουμε τα εξής: 





3 Ὑπενθυμίζουμε ότι τον πληθικό αριθµό τῶν φυσικών τον απεκάλεσε ο Οαπίοι «άλεφ 
μηδέν» χρησιμοποιώντας το πρώτο γράμμα του Εβραϊκού αλφαβήτου άλεφ µε δείκτη μηδέν : 
δὸρ Τον ίδιο πληθικό αριθµό έχουν και όσα σύνολα μπορούν να τεθούν σε «1-Ι» και επί 
αντιστοίχιση µετο Ν. 


23 , µ , µ { “ , , 
«Το Ο είναι πυκνό στο Ελσημµαίνει, ότι ανάµεσα σε δύο πραγματικούς (οσοδήποτε 
κοντινούς) πάντα υπάρχει ρητός. 
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Στην πρώτη σειρά γράφουμε όλα τα κλάσματα που έχουν αριθμητή το 1 , στην 

δεύτερη όλα τα κλάσματα µε αριθμητή το 2 , στην τρίτη όλα τα κλάσματα µε 

αριθµητή το 3. κ.ο.κ. Έτσι, ένα κλάσμα µπορεί να επαναλαμβάνεται άπειρες 
η ω 

φορές, (π.χ. -- - Ἑξ Ἱ ο. )αλλά αυτό δεν επηρεάζει την απαρίθµηση αφού 


, κ μι { / { κ 24 
σαρώνονται όλοι οι ρητοί έστω κι αν κάποιοι σαρώνονται άπειρες φορές΄'. 


κ ΄ ΄ ” ο ΄ 
6.4. Το 0 είναι ισοπληθικό µετο σύνολο ἃ των αλγεβρικών! 


Ὑπενθυμίζουμε, ότι αλγεβρικοί είναι όλοι οι αριθμοί που μπορούν να 
προκύψουν ὡς ρίζες πολυωνύμων µε ακεραίους συντελεστές. Προφανώς όλοι 
οι ρητοί είναι αλγεβρικοί , αλλά και κάθε αριθµός που µπορεί να προκύψει ως 
εξαγόµενο ρητών µέσα απὀ µια παράσταση που περιέχει πεπερασµένες φορές; 
τα σύμβολα της πρόσθεσης της αφαίρεσης του πολλαπλασιασμού της διαίρεσης 
της ύψωσης σε δύναμη και της εξαγωγής ρίζας οιασδήποτε τάξεως 
Ουσιαστικά . οι αλγεβρικοί περιέχουν όλους τοὺς ρητούς και όλες τις ρίζες 


ρητών οιασδήποτε τάξεως. Η απόδειξη χρησιμοποιεί την έννοια του ύψους ενός 








πολυωνύμµου: 
Αν Ρ()-ανχ” Ἔανιχ” --...Ἔαιχζαρ µεαιενκαι μ21 ΕΝ και αν θ,και 
Ρ(0Ξ0. τότε ως ύψος Π ορίζουμε τον αριθµό Πξνταστ]αι//ασ/:-...Ἔαν . Μπορώ 


να θεωρώ πάντα ότι αο»θ χωρίς βλάβη της γενικότητας . (διότι αν αο-θ , 
αλλάζω τα πρόσηµα στην εξίσωση και έχω µια ισοδύναμη.) Προφανώς 
πενκαι 21. Επίσης εύκολα φαίνεται, ότι υπάρχουν πεπερασμένα στο 
πλήθος πολυώνυµα µε δεδομένο ύψος Π. Γνωρίζουμε επίσης, ότι ένα 
πολυώνυµο βαθμού ν έχει το πολύ ν διαφορετικές ρίζες. Με βάση αυτά , 


μπορούμε να βάλουμε σε µια σειρά όλους τους αλγεβρικούς αριθμούς που 





Ἄ Στην πραγματικότητα, όλοι οι ρητοί σαρώνονται άπειρες φορές, αφού ο τυχών Χ΄ µε(κ.λ)ΞΙ 
Λ 


εμφανίζεται πρώτη φορά στην κ--οστή γραμμή και στην λ-οστή στήλη, αλλά και στην νκ-οστή 
γραµµή και νλ-οστή στήλη, για κάθε ν ε Ν δηλ. κάθε ρητός σαρώνεται άπειρες (αριθµήσιμες) 
φορές. 


25 ζ ῃ { , / ῃ / / 
Ἡ πεπερασμένη εφαρµογή τῶν πράξεων είναι αναγκαία, διότι επί αντιπαραδείγµατι, 
καιο ο αποδεικνύεται ότι δεν είναι αλγεβρικός είναι δηλ. είναι 
Ἔ τειοε -Ε Ἑ 


Γρ ΕΕ Ἑ Ένωξέ 
υπερβατικός. Η πλήρης και λεπτομερής απόδειξη αυτού υπάρχει στο διαδίκτυο σε εργασία του 


υποφαινοµένου και µπορεί να αναζητηθεί µετις λέξεις --κλειδιά «υπερβατικότητα , ο, πὸ» 


ο 


προκύπτουν από πολυώνυµα ύψους ΕΗΞΙ . αφού είναι πεπερασµένοι στο 
πλήθος, παραλείποντας όσους τυχόν επαναλαμβάνονται. . Στην δεύτερη σειρά 
» Οµοίῶς μπορούμε να καταγράψουµε όλους τους αλγεβρικούς που 
προκύπτουν απὀ πολυώνυµα ύψους Πξ2 κ.ο.κ. Έτσι μπορούμε να τους 
απαριθµήσουµε όλους  αντιστοιχίζοντάς τους κατ΄ ουσίαν µε όλα τα στοιχεία 


του ὁ ! 


6.5. Το (0.1) έχει περισσότερα στοιχεία από το ὁ | 

Μετά από αυτό ο ΟµΠίοί άρχισε να πιστεύει ότι και το σύνολο (0,1) έχει 
πληθικό αριθµό δὲ, αλλά προς µεγάλη του έκπληξη δεν ήταν έτσι! ...... 
Ὑπέθεσε ο (απίοτ ότι υπάρχει απαρίθµηση για όλους τους αριθμούς του (0,1). 
Τότε όµως θα μπορούσαμε να τους γράψουμε σε µια σειρά όπως στο 
παρακάτω σχήµα µε το δεκαδικό τους ανάπτυγμα. Η δεκαδική ανάπτυξη είναι 
μοναδική, αν απαιτήσουμε  ὀταν τυχαίνει ο αριθµός να είναι σε µορφή µε 


περιοδική µορφή µε περίοδο το 9. και το τελικό δεκαδικό τµήµα του είναι 


ο. αθοοοΟΟΟΟΟΟΟΟΟ......., τότε να τίθεται στην ισοδύναμη µορφή του 
(α--1)00ΟΟΟΘΟΘΟΟΘΟ.......... όπου α ψηφίο διάφοροτου ο. 
Π.χ. 0,6999999909...... Ξ07 ἡἠ 0,5999999999....... Ξ09 ή 


0.4567999990909...... -0,4568 


.. 

- .ἱ 1 1 1 
αι - ϐ,ατὖα 2: τν 

- ον ας ὦ 2 2 
α. 2 . 0 »4 1 α ρο 3 α Γη 

-. 3 εν 3 
α 3 ην 0 9 α 1 ἄα 2 ἄ 3 . [6] η 

κα Ἰ [η [η  αἩ 
α Π -- 0 . 4 1 α 2 α ο --ϐϱϱϐϱ---- [δι κ 
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, μ μ Τι / 
Θεώρησε έπειτα ο ΟαΠίοί τον αριθµό αΞθ,αιαραι ......μ-ιιι.. ο οποίος 
προκύπτει αν πάρουμε τα διαγώνια στοιχεία των αριθμών που έχοµε µέχρι 
στιγμής υποθέσει ότι έχουν αντιστοιχηθεί µετο Ν. 


Στη συνέχεια Κκατασκευάζουµε τον αριθµό ϱ-0,β/β:β...ι.(ιννινιν. 
σύμφωνα με τον εξής (ελεύθερο΄ ) κανόνα 


στα «τα «Ἐ εᾶ ο σα -ω: Τότε ισχυριζόµαστε ότι ο αριθµός 


ῥ που κατασκευάσαµε, δεν ανήκει στην απαρίθµηση του (0,1) που έχοµε 
θεωρήσει, διότι διαφέρει απὀ κάθε ένα τουλάχιστον κατά το διαγώνιο ψηφίο εκ 
κατασκευής. Φθάσαμε εποµένῶς σε άτοπο υποθέτοντας ότι όλα τα στοιχεία του 
(0.1) απαριθμούνται . Επομένως τα στοιχεία του (0.1) δεν είναι δυνατόν να 
τεθούν σε αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία µετο Ν. 
Έκτοτε η απόδειξη αυτή λόγω της κατασκευής τῆς . έμεινε στην 

Ἱστορία των Μαθηματικών ὡς «Διαγώνιο επιχείρημα του Οαπίοῦ) 
Στην συνέχεια ο (απίοι συνέχισε την εργασία του και φάνηκε ότι το (0.1) είναι 
ισοπληθικό µε οποιοδήποτε διάστηµα (α.β) µεα, β 20 οσοδήποτε μεγαλύτερου 
πλάτους όπως φαίνεται απὀ το παρακάτω σχήμα: 
Από τα όμοια τρίγὠνα ΑΒιΛικαι ΑΒΔ έχουμε ότι: 

48.  κ-θ 

ΑΒ Τ()-α 





(4) 


Από τα όµοια τρίγωνα ΑΒΙΓΙ και ΑΒΙ έχουμε 


ΑΒ. 1.0 ι 
ΑΒ β-α Β 


Από (1) και (2) έχουµε ότι 5 {) β 
Γα)Ξξ(ό-α)χ τα 


η οποία αν οριστεί µε πεδίο ορισμού το (0.1) . έχει πεδίο τιµών το (α,β) και 





είναι «1-1» και επί. 
Αναλόγως εργαζόµαστε και όταν το (α,β) είναι µικροτέρου πλάτους είτε τα α, β 


παίρνουν αρνητικές τιµές. 





26 / “ µ , , , 
Χαρακτηρίζουμε ὡς «ελεύθερο» τον κατασκευαστικό κανόνα διότι ο β δεν προκύπτει 
αναγκαστικά µονοσήµαντα. Θα μπορούσαμε να τον «στενέψουμε» για να προκύπτει ο β 


, 2αν α͵ -2 
µονοσήµαντα θέτονταςλ.χ. β-- " ΠΕΝ 
Ιαν α.Ξ-2 


μ.χ 


6.6. Το ευθύγραμμο τµήµα είναι ισοπληθικό σε σηµεία µε ηµιευθεία ή µε 


ευθεία! 


Αν για τα διαστήματα φαίνεται τρόπον τινά «φυσιολογική» η ισοπληθικότητα, 
δεν συμβαίνει το ίδιο ανάµεσα σε ευθύγραμμο τµήµα και ηµιευθεία όπως και 
ανάµεσα σε ευθ. τµήµα και ευθεία . Ο Λόγος είναι το πεπερασμένο του μήκους 
για το ευθύγραμμο τµήµα και το άπειρο του μήκους για ηµιευθεία και ευθεία. 
Και εδώ όμως, έχω ισοπληθικότητα όπως «φαίνεται από τα παρακάτω 


γεωμετρικά υποδείγματα: 


.-------- 





Το ΟΑΒΙ είναι τετράγωνο”. Το ΟΑ είναι το διάστηµα [0.1] .. ΠΠ είναι το τυχόν 
χ που ανήκει στο [0.1]. Το Τι , απεικονίζεται µε την κάθετη στο σηµείο Ρ της 
διαγωνίου ΟΒ και έπειτα µέσω της προέκτασης της ΤΡ . το Πι απεικονίζεται 
στο Π της ηµιευθείας. Από τα όµοια ορθογώνια τρίγωνα ΟΠ και ΠΙΠΡ , έχοµε 


οἱ. ο {0 1 


 Ἱἑ ---, ἄν 
ΟΠ-ΟΑ ΡΙΙ, Τίά)-α α 


την ισότητα λόγων 


Από την (1) τελικά παίρνουμε ότι { ο - της οποίας αν θεωρήσουμε 
-λ 


πεδίο ορισμού το [0,1) έχει πεδίο τιµών το [0, --οο) και είναι «1-1» και επί. 
Η δικαιολόγηση της αμφιμονοσήμαντης αντιστοίχισης µπορεί να γίνει είτε 
µε γεωμετρική ορολογία , είτε µε σύγχρονη τῶν συναρτήσεων. Όμως το 


σηµαντικό είναι 





7 Το σχήµα αυτό υπάρχει στο αξιόλογο βιβλίο του Μοιπῖς ΚΙίπο «Τα Μαθηματικά στον Δυτικό 
Πολιτισμό» Τ.Β΄ εκδόσεις «Κώδικας» σελ. 259 
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ότι η εποπτεία του γεωμετρικού προτύπου υποβάλει την ανακάλυψη τῆς 
Τ1[0,8 -υ[0,--οο) που είναι «1-1» και επί. 

Στο παρακάτω γεωμετρικό πρότυπο έχω την αντιστοίχιση των σημείων του 
(0.1) στο Κ . Το 2 απεικονίζεται στο 0... το χ΄ που ανήκει στο ( 2 . 1) 


απεικονίζεται στον θετικό ΙΧ’) . όπως και το χ που ανήκει στο (0, 12) 


απεικονίζεται στον αρνητικό {χ). 





Από την οµοιότητα στα δύο εμφαινόμενα ζεύγη ορθογωνίῶν τριγώνων 


του σχήματος και µε εφαρµογή του Πυθαγόρειου Θεωρήματος, έχω: 








1 1 
͵ νο σολ 
ζ 2 2 - 2 2 
Από (1) και (9) επάγεται η κατασκευή της 





1 1 
οι κθι 
γ-χ ΕΧ 


να ελέγξουμε ότιη Ε είναι «1-1» και επίτου Κ. 








{1(0Ώ ΣΕ µε Γ(α) - 





μεκ20. Εύκολα μπορούμε 


Ένα γνωστότερο και κοινής χρήσεως αποτέλεσµα που έχοµε σήµερα είναι η 














συνάρτηση εφαπτομένη {: ο ω.. -»Κ µε {(α)Ξ εῴχ η οποία είναι «]- 


1» και επίτου Κ. Η συνάρτηση εφχ., υπάρχει στο ίδιο πρότυπο του σχήματος, 
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αρκεί να το φανταστούμε µε κ-θ σε στροφή 90’ και αντί του (0.1). το (-π/2 


.π/2). 


6.7. Ένα τετράγωνο έχει ίσο αριθµό σημείων µε ένα ευθύγραμμο τµήµα! 


Το 18577 ο Οκαπίο: , απέδειξε ότι το τετράγωνο [0,11]Χ[0.1] είναι 

ισοδύναμο µετο [0,11]. 
Παρ΄ ότι ο ΟαπΠίοι είχε αποδείξει αυτό το αποτέλεσµα . ήταν απροετοίµαστος 
να το αποδεχθεί. Αυτό µπορεί σήµερα να µας προκαλεί έκπληξη, αλλά θα 
πρέπει να γνωρίζουμε το κλίµα της εποχής που ήταν πάρα πολύ εχθρικό για τον 
Οαπίοτ . Ακόμα και σήµερα υπάρχουν κριτικές και αντιρρήσεις για την θεωρία 
των απειροσυνόλων του (Οαπίοί Και όχι µόνο για τα παράδοξα που 
δημιούργησε. Εκείνη την εποχή ο Ροΐϊποατο τα χαρακτήρισε «αρρώστια» από 
την οποία µια µέρα τα μαθηματικά θα θεραπευθούν. 

Ο μεγαλύτερος εχθρός όµως του Οαπίοι υπήρξε ο δάσκαλός του ο 
Γεοροἰά ΚτοπεοΚοί . ο οποίος ήταν εκπρόσωπος του τότε Γερμανικού 
επιστημονικού κατεστημένου και έφθασε στο σηµείο να χαρακτηρίζει τον 
ΟαπΠίο: µε φράσεις όπως: «επιστημονικός τσαρλατάνοο» «αποστάτης» και 
«διαφθορέας της νεολαίας» Αυτή η πρωτοφανής πολεμική που δέχθηκε ίσως να 
βάρυνε στο να αποβιώσει ο Οαπίοί σε ένα ψυχιατρείο το 1915 .. Προηγουμένως 
έστω και για λίγο ευτύχησε να δει την δικαίωση της θεωρίας του, αφού µε 
αυτήν το 1901 εμπλούτισε ο ΓεΏεδριε την νεότατη τότε θεωρία µέτρου . Η όλη 
διαμάχη είχε αιτία την αποδοχή του απείρου από μέρους του Οαπίο: ὣς 
ολοκληρωμένης και τελειωμένης οντότητας , πράγμα που θεωρείτο για άλλους 
μαθηματικούς όπως είδαµε εντελώς απαράδεκτο. Η αλήθεια είναι ότι η θεωρία 
των υπερπεπερασµένων αριθμών οδήγησε σε παράδοξα όπως του ΕιΙςςε]] του 
Βυτα]ί Εοπί; τα οποία ξεκαθάρισαν λίγες δεκαετίες µετά . χωρίς όµως αυτό να 
σηµαίνει ότι τα πάντα έγιναν αποδεκτά από όλους. Η συνέχεια της διαμάχης 


τῶν ΟαΠίΟΓ --Κ{οπεσΚεΓ έγινε στον 20’ αιώνα σε άλλο επίπεδο όµως , μεταξύ 


35Η θεωρία των υπερπεπερασµένων αριθμών και τα παράδοξα των Ειδςο|. Βυτα]ί Εοτή κ.ά.. 
εκφεύγει τῶν πλαισίων τῆς παρούσης εργασίας. Επειδή όμως παρουσιάζουν ενδιαφέρον 
συστήνουµε στον αναγνώστη ένα προσιτό βιβλίο . όπως είναι η «Εισαγωγή στην Φιλοσοφία 
των Μαθηματικών» του Διονυσίου Α. Αναπολιτάνου εκδόσεις ΝΕΦΕΛΗ 1986 καθώς καιτου 
βιβλίου του Κιάγ ιοΚετ «Το άπειρο κι ο Νους) -Παν. Εκδόσεις Κρήτης 1999. µετην 
αναγκαία επισήμανση ότιτο δεύτερο βιβλίο είναι σαφώς πιο δύσκολο απὀ το πρώτο. 
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των ΗΠροτί που υπήρξε ο κύριος εκπρόσωπος του φορμαλισμού και Βτονγοτ 
ιδρυτή και εκπροσώπου του ενορατισμού ή ιντουσιονισµού”.. 

Άς δούµε όμως την ευφυή σύλληψη του (απίο: για την αμφιμονοσήμαντη 
αντιστοιχία ανάµεσα στα σηµεία ευθ. τμήματος και τετραγώνου. η οποία τον 
είχε απασχολήσει για τρία χρόνια και συγκεκριµένα ανάµεσα στο 1571 και 
1874 . Τα χρόνια περνούσαν και το ποθητό αποτέλεσµα δεν ερχόταν. Ἐαφνικά 
όμως συνέβη το απροσδόκητο και κατορθώθηκε να ορισθεί µια συνάρτηση που 
ακόµα κι ο ίδιος θεωρούσε αδύνατη! Απευθυνόμενος στον Ὠεάεκιπά έγραψε: 
«Το βλέπω , αλλά δεν το πιστεύω!» 

Ας σκιαγραφήσουµε την απόδειξη: 

Αν ένα σηµείο Α ανήκει στο τετράγωνο {[0,11Χ[0,.1] . τότε θα έχει 
συντεταγμένες της µορφής Α(Χ.Υ) με 
ΧΞ 0, αια,αιαιζς.....α,..... και νΞ 0,0, Α.Α... ... όπου αι και βι τα 
ψηφία των Χ. Υ στο δεκαδικό τους ανάπτυγμα. 

Έχομε ήδη αναφέρει, ότι το δεκαδικό ανάπτυγμα ενός αριθμού δεν είναι 
μοναδικό. Για να εξασφαλίσουμε την µοναδικότητα, απαιτούµε, οι 
συντεταγμένες όταν περιέχουν δεκαδικούς τερµατιζόµενους, να τίθενται µε την 
µορφή δεκαδικού περιοδικού µε περίοδο το 9 . π.χ. ο 0.12340000000....... να 
τίθεται στην ισοδύναμη µορφή του 0,1233999999...... 

Στη συνέχεια χωρίζουμε το δεκαδικό ανάπτυγμα του χ σε οµάδες ψηφίων 
σύμφωνα µε τον εξής κανόνα: Αν το αι είναι διάφορο του μηδενός το 
θεωρούμε ὡς μονομελή ομάδα. Αν όμως είναι μηδέν συνεχίζουμε µέχρι να 
βρούμε το πρώτο µη μηδενικό στοιχείο και κάνουμε εκεί τον διαχωρισμό. Αυτή 
η διαδικασία συνεχίζεται επ΄ άπειρον όπως καιγιατογ. 

Στη συνέχεια, σχηµατίζουµε µια νέα ακολουθία ψηφίων µετο να πάρουμε την 
πρώτη οµάδα του χ δίπλα την πρώτη ομάδα του Υ . την δεύτερη ομάδα του Χ 
δίπλα στην δεύτερη ομάδα του Υ . την τρίτη ομάδα του Χ., δίπλα στην τρίτη 
ομάδα του Υ. κ.ο.κ. επ΄ άπειρον. Σχηματίζεται έτσι ένας νέος αριθµός Ζ που 
ανήκει στο [0.]]και έτσι ορίζουμε την απεικόνιση του τυχόντος 


(9) ε[θ,1μ40.1] στο Ζε[θ,]]. 





3) Για λεπτομέρειες στο ζήτημα αυτό βλέπε «Εισαγωγή στην Φιλοσοφία των Μαθηματικών» 
του Διονυσίου Α. Αναπολιτάνου- εκδόσεις ΝΕΦΕΗΛΗ Σελ. 241-299 
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Για να γίνει πλήρως κατανοητό δίνουμε ένα παράδειγµα διαχωρισμού για το χ 
και Υ και σχηματισμού του Ζ: 

Ανχκ-θ,1002450600ΟΟΘΒΟΣΟΙΠ11Η1...Κκαι νΞθ,900001Ι01200984031234...χωρίζω 
τα ψηφία του ὡς εξής: 

χξ[0.1[002//4][5Ι/06]Ι00008δΙ|/9|/5ΙΙΟ1ΙΠ1 ΠΠ]. .... 
ΥΞ[0.9][00001 [01 [2][009|/δ|4[05111[21/3|/4|....... οπότε θα έχω το 
Ζ-:[01105]1002/100061 14|101151/2Ι1106]ΠΟ05ΙΟΟΘΟΣΙΙδΙΙΡΙΙ4ΙΙ5Ι0ΣΙΙΘ1ΠΠΗ]ΠΗ1 
[11/5] [1][4......... 

Είναι φανερό , ότι διαφορετικά σηµεία στο τετράγωνο.(χ.γ) και (χ΄. Υ’) 
αντιστοιχούν σε συντεταγμένες ὀπου διαφέρουν σε τουλάχιστον ένα ψηφίο 
τουλάχιστον µιας. Αυτό οδηγεί σε διαφορετικές εικόνες για τις αντίστοιχες 
εικόνες Ζ και Ζ᾽. Άρα η ορισθείσα σχέση, είναι όντως απεικόνιση. Αντιστρόφως, 
διαφορετικές εικόνες για τα Ζ και Ζ΄, συνεπάγονται διαφορά σε ένα τουλάχιστον 
ομαδοποιηµένο τµήµα , πράγµα που συνεπάγεται διαφορά σε µία τουλάχιστον 
συντεταγµένη. πράγµα που οδηγεί σε διαφορετικά σηµεία. Έτσι η ορισθείσα 
απεικόνιση. είναι και «1-1» ενώ προφανώς είναι και επί του [0.1. 

Από την παραπάνω απόδειξη, φαίνεται ότι πολύ εύκολα µπορεί να γίνει 
γενίκευση και για κύβο ή υπερκύβο . Γενικά αποδεικνύεται , ότι κάθε 
γεωμετρικό σχήµα οποιασδήποτε διάστασης, ποὺ περιέχει ένα τουλάχιστον ευθ. 


τµήµα, έχει τόσα σηµεία, όσα και το ευθ. τµήµα. 


6.85. Ὑπάρχει σύνολο µε τον μέγιστο πληθικό αριθµό: 


Μέχρι στιγμής έχοµε αποδείξει ότι το (0.1) έχει μεγαλύτερο πληθικό αριθµό 
και απὀ το Ν και απὀ το ϱ, ενώ έχει ίσο πληθικό αριθµό µε τα σηµεία µιας 
ηµιευθείας, µιας ευθείας͵ ενός τετραγώνου αλλά και οποιουδήποτε υπερκύβου 
µε οιαδήποτε διάσταση. 

Τον Οαπίοί τον απασχόλησε κατά πόσον υπάρχει μέγιστος πληθικός αριθµός 
συνόλου. Ιδίως το τελευταίο αποτέλεσµα µε τον υὑπερκύβο, µας υποβάλλει την 
ιδέα ότι ο πληθάριθμος του συνεχούς είναι ο μέγιστος, πράγµα που όμως δεν 


συμβαίνει! 
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Το σηµαντικό αποτέλεσµα στο οποίο έφθασε ο (Οαπίοί λέει ότι κάθε σύνολο 
έχει μικρότερο πληθικό αριθµό από το δυναμοσύνολό” του. Αυτό για τα 
πεπερασμένα σύνολα είναι προφανές και τετριµµένο . αλλά για τα 
απειροσύνολα χρειάζεται απόδειξη που την επινόησε ο (απίος: 


«Για κάθε σύνολο Α. ισχύει|Α/«ΦΑ)» «() 


Για να αποδειχθεί η (1) πρέπει και αρκεί να αποδείξουμε ότι υπάρχει 


αμφιμονοσήμαντη απεικόνιση του Α µέσα στο «Α) . αλλά δεν υπάρχει 
αμφιμονοσήμαντη απεικόνιση του 6Α) στο Α (ή --το αυτό- δεν υπάρχει 
απεικόνιση του Α στο 4ΧΑ) που να είναι επί) . Το πρώτο είναι απλό να 
αποδειχθεί . αρκεί να θεωρήσουμε την απεικόνιση φ:ϕ(α) ὧὰ . η οποία 
απεικονίζει το στοιχείο Χ του Α στο μονοσύνολο {Χ] του 64χΑ). 


Το δεύτερο θα αποδειχθεί µε την εις άτοπον απαγωγή. 


Έστω ότι υπάρχει {Γ:4-»Ρ(4) που είναι επἰ . Θεωρούμε το σύνολο 
Χθξίαιχκεάβλαχςα /{(Χ)ὶ επειδή η Εείναι επί, έπεται ότι υπάρχει αε 4 , ώστε 
Χξία). Αναε ἅΧ, απότον ορισµότου Χ., έπεται ότι ας Γ(α)Ξξ Χ. 
Αναλόγως,αν ας Χ- Γία). από τον ορισµότου Χ., ἐχουµεότι αςχ. 

Έτσι έχουµε αςεᾶΧ«»αςΧ που είναι άτοπο. Επομένως δεν υπάρχει 


Τ14--»Ρ(4) που είναι επί. 


6.9. Το σύνολο Β -- {συναρτηση Ἐ µεξ: (0, 1) -»{0, 1 ! έχει περισσότερα 


στοιχεία από το σύνολο ΑΞ (0.1) 


Σε κάθε αε(θ,ΏὮ. κατασκευάζουµε και αντιστοιχίζουμε την 


Ε ο γα 
συνάρτηση /α(1)Ξ ΕΒ, 
0, γ-α 
Η αντιστοιχία αυτή είναι καλώς ορισμένη, αφού 


αξβτ» /ι{1)Ξ {{χ) και επίσης είναι αμφιμονοσήμαντη του Α µέσα στο, 





30 / µ “ µ µ ; , / 
Ὑπενθυμίζουμε, ότιτο δυναμοσύνολο ενός συνόλου Α είναι το σύνολο όλων των 
υποσυνόλων του και συμβολίζεται µε 4χΑ) 
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διότι /{,(2)Ξ {5 αξΞξβ. Αυτό σηµαίνει , ότι το Ὦ δεν έχει λιγότερα 
στοιχεία απότοβΑ. 

Για να δείξουμε ότι το Β έχει περισσότερα στοιχεία απὀ το Α. πρέπει κι 
αρκεί να δείξουμε ότι δεν υπάρχει αμφιμονοσήμµαντη αντιστοιχία του Β µέσα 
στο Α. Θα εργασθούµε µε την εις άτοπον απαγωγή: 

Ἔστω ότι υπάρχει αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία του Β µέσα στο Α. 


Τότε το στοιχείο -συνάρτηση που ανήκει στο Β και αντιστοιχίζεται στοαςεά, 
το συμβολίζουμε µε {,(α). 
Θεωρούμε την συνάρτηση φ(1)Ξ1- 14) ὢ 

Ἡ τιµή της φ(ίχ) σε κάποιο σηµείο α ΕΑ ορίζεται ὡς εξής: Βρίσκουμε 
την συνάρτηση {,(2) που αντιστοιχίζεται στο α , βρίσκουμε το {,(α) που 
είναι µια τιµή ἠ 0 ἠ 1 και αφαιρούμε απὀ το | . Προφανώς εκ κατασκευής 


Φ(4) ΞΒ. Επομένως υπάρχει κάποιο β ΕΑ και //(4)ΞΒ για την οποία 
ισχύει: 
(1) Ξ {(1) (0 
Από (3)δ(3 3) έχω ότι 
ο ο ας ον 
Η (333) για χΞβ δίνει 
110) 11)” 


2/1/(β)ΞΙ 5» 


1 


{ρβ)75 


που είναι άτοπο διότι το πεδίο τιµών όλων τῶν συναρτήσεων είναιτο {0.1} 
Επομένως δεν υπάρχει τέτοια αμφιμονοσήµαντη αντιστοιχία , άρα το Β έχει 
µεγαλύτερο πληθικό αριθµό απότο ΑΞ/{0.1). 

Αν προσέξουµε την απόδειξη, βλέπουμε ότι στην κατασκευή της «φ(χ) 


εμφανίζεται η διαγώνια διαδικασία του (απίος. 


6.10. Το παράδοξο του (αΠίΟΓ 


Ἡ αποδειχθείσα πρόταση (1) , µας εξασφαλίζει επαγωγικά µια ατελείωτη τάξη 


απείρων, αφού π.χ. το δυναμοσύνολο του (0.1) το «(0.1)) έχει µεγαλύτερο 
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πληθικό αριθµό από το (0,1) .το δυναμοσύνολο του δυναμοσυνόλου του (0,1) 
ακόµα µεγαλύτερη τάξη απείρου κ.ο.κ. Έτσι όµως φθάνουμε και σε ένα 
διάσημο παράδοξο που συνετάραξε τον Μαθηματικό κόσµο: 

Έστω το Α το σύνολο όλων τῶν συνόλων . Προφανώς έχει τον μέγιστο πληθικό 
αριθµό. Όμως απὀ την πρόταση του ΟαπΠίοί , το δυναμοσύνολο του Α.., έχει 
µεγαλύτερο πληθικό αριθµό. Έτσι το Α έχει και δεν έχει τον μέγιστο πληθικό 
αριθµό πράγµα αντιφατικό. Τι φταίει άραγε; 

Ο. Ειςςε]] προέτεινε την απαγόρευση των αυτοαναφορών”, του τύπου, 


χεχκαι -χεκ πράγμα που αν γινόταν αποδεκτό θα ἠρε τα διάφορα 


συνολοθεωρητικά παράδοξα , αλλά θα περιόριζε τα ίδια τα μαθηματικά. Τελικά 
η αξιωματική θεμελίωση των Συνόλων από τους Ζετπιε]ο --ΕταεπΚκοι ήρε αφ΄ 


εαυτής τα παράδοξα µιας και πλέον δεν είχαν νόηµα στη νέα θεμελίωση. 


7. Οι «παθολογικές συναρτήσειο 


Ο ορισμός και η εξέλιξη της έννοιας τῆς συνάρτησης . πέρασε από αρκετές 
φάσεις µέχρι να παγιωθεί στον σημερινό. 

Ο Ευιετ πίστευε ότι η συνάρτηση εκφράζεται µε µια οποιαδήποτε καμπύλη που 
γράφεται µε ελεύθερο χέρι”. Σήµερα γνωρίζουμε άπειρο αριθµό 
αντιπαραδειγµάτων συναρτήσεων στον ορισμό του Ει]ετ που όχι µόνο δεν 
μπορούν να σχεδιασθούν µε ελεύθερο χέρι, αλλά αυτό δεν µπορεί να το κάνει 
ούτε ο τελειότερος υπολογιστής που διαθέτουμε ή και θα διαθέτουμε σε 
οποιοδήποτε απώτατο µέλλον. Πριν όµως φθάσουμε όµως στον σημερινό 
ορισμό της συνάρτησης, µια συνάρτηση µε κλάδους θεωρείτο ως δύο 
συναρτήσεις ξέχωρες ή έστω «συρραμμένες) . Ακόμα οι μαθηματικοί τον 18 
αιώνα πίστευαν ότι µια συνάρτηση πρέπει να έχει μοναδική αναλυτική 
έκφραση. Αυτό εκ πρώτης όψεως ίσως δεν φαίνεται να δημιουργεί προβλήματα, 
αλλά ουσιαστικά αυτή ήταν η αιτία της διαμάχης από την επίλυση του 


προβλήματος της παλλομµένης χορδής απὀ τον Ὀ. Βειποι]]1 και απὀ τον ΓΡ) 





1 Για λεπτομέρειες επί του θέµατος βλέπε στην «Εισαγωγή στην Φιλοσοφία τῶν 
Μαθηματικών» του Διονυσίου Α. Αναπολιτάνου σελ. 211-215. 

"Στα Λατινικά έγραφε: «Όωτνα ᾳιαπουπαιο Πῦοτο ΠΙαΠι5» όπως αναφέρει ο Ὠίτ 1. Φίτιιίκ 
στην «Φυνοπτική Ἱστορία των Μαθηματικών» 
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Αἱοπιροτί. Και οι δύο είχαν καταλήξει σε λύση, µόνο που οι λύσεις τους 
εδίδεντο από διαφορετικούς τύπους . Ἡ οξύτατη διαμάχη η οποία άρχισε εξ 
αιτίας αυτού του γεγονότος και στην οποία ενεπλάκη ο Επιστ . δεν έδωσε 
καμία διευκρίνιση στο θέµα. Οριστική απάντηση έδωσε ο Εουτίετ τον επόμενο 
αιώνα όταν έδειξε, ότι το άθροισμα µιας σειράς τριγωνοµετρικών 
συναρτήσεων, µπορεί να εκφραστεί µε διαφορετικούς τύπους σε διαφορετικά 
διαστήματα. Τότε έδωσε και έναν ορισµό για την συνάρτηση που υπογράµµιζε 
ότι το ουσιαστικό ζήτημα ήταν ο καθορισμός τῶν τιμών τῆς και όχι ο τύπος της. 
Το εμπόδιο όµως που είχε να ξεπεράσει η μαθηματική κοινότητα, ήταν ότι οι 
συναρτήσεις σαν μοντέλα που περιέγραφαν φυσικά φαινόμενα. Τέτοιες 


συναρτήσεις ήσαν οι συνεχείς ή οι κατά τμήματα συνεχείς. Ἡ συνάρτηση του 


-ἲ,.κ«0 
Ε]τιοΠ]εί ή η συνάρτηση πρόσημο του χ «ση(χ) Ξ40. , κΞ0/δεν θα 
1, κ«θ 


μπορούσαν να μελετηθούν από κανένα μαθηματικό του 15" αιώνα. Την 
συνάρτηση πρόσημο θα την ανεγνώριζαν ὡς ένα εξιδανικευµένο μοντέλο ενός 
φαινομένου που αυξάνει απότομα σε µια περιοχή του μηδενός , ενώ την 
συνάρτηση του ΠὨ]τιοΠ]εί ὡς εντελώς άχρηστο μοντέλο για να περιγράψει 
οποιοδήποτε φυσικό φαινόμενο, αφού τα λάθη των μετρήσεων, οσοδήποτε 
µικρά και να είναι δεν μπορούν να εξασφαλίσουν το ρητόν ή άρρητον ενός 
μεγέθους. 

Ο ἨΗεπτγ Ροϊποατὸ στο τέλος του 19” αιώνα απογοητευμένος έλεγε: «Υπήρξε 
εποχή που η έρευνα για νέες συναρτήσεις είχε ὡς Κίνητρο κάποιον πρακτικό 
σκοπό. Σήµερα επινοούνται συναρτήσεις , µόνο και µόνο για να καταδειχθούν 
Ψεγάδια στα επιχειρήματα τῶν προγενεστέρων µας .Πέραν τούτου. δεν εξάγεται 
κανένα άλλο συμπέρασμα από τις εν λόγω συναρτήσεις.» Βεβαίως ο Ροϊποατὸ 
δεν θα μπορούσε να φανταστεί ότι η σύγχρονη κβαντική φυσική ή θεωρία του 
χάους μελετά συναρτήσεις Και καμπύλες µε πολύ παράξενες ιδιότητες. 
Μάλιστα σήμερα γνωρίζουμε συναρτήσεις και καμπύλες µε εξαιρετικά 
«παράξενες» ιδιότητες που εκφεύγουν από τα συνήθη Γεωμετρικά και 


διαισθητικά πρότυπα. Ας δούµε µερικά : 
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7 1.Συνάρτήηση που ορίζεται στο [0,1/ και έχει άπειρα ακρότατα , κοντά 
σε κάθε σηµείο ενός υπεραριθµησίµου υποσυνόλου του [0,1] 
Ἡ κατασκευή της συνάρτησης, έγκειται και στην ταυτόχρονη κατασκευή του 


συνόλου (ϱµαπίοτ που είναι υπεραριθµήσιµο . ενώ θα γίνει µε έναν εποπτικό 


τρόπο: 





Φανταζόμαστε ότι πέφτει κατακόρυφα βροχή πάνω στο [0.1] . Το χωρίζουµε σε 
τρία ίσα κομμάτια και στο μεσαίο τµήµα στήνουµε µια σκηνή που σχηματίζει 
ισόπλευρο τρίγωνο. Έτσι «βρέχονταυ τα δύο άκρα τµήµατα , εκτός από το 
µεσαίο . Τα σηµεία 1/3 και 2/3 θεωρούμε ότι «βρέχονται». Την ίδια διαδικασία 
επαναλαμβάνουµε και στα δύο άκρα τµήµατα : Τα χωρίζουµε σε τρία ίσα 
κοµµάτια και σκεπάζουµε το µεσαίο. Έτσι . στο δεύτερο βήμα έχω τέσσερα 
τµήµατα και δύο νέες σκηνές , όπως φαίνεται στο ανωτέρω σχήμα. Στο τρίτο 
βήμα έχω οκτώ τµήµατα και τέσσερις νέες σκηνές κ.ο.κ. Στο ν-οστό βήμα έχω 
2 τμήματα και 2”. νέες σκηνές. Αυτή η διαδικασία θεωρούμε ότι συνεχίζεται 
επ΄ άπειρον και µας δίνει την ζητουµένη συνάρτηση. Ας δούµε ορισμένα λίαν 
ενδιαφέροντα χαρακτηριστικά της: 


Το µήκος των «στεγνών» της σημείων, εκ κατασκευής είναι : 


 - ελ ..... 
Στ ΕΣ») 2-21 --] 2] -- Ἔνω το οποίο είναι 
3 3 3 3 3 


1 
άθροισµα τῶν απείρων όρων γεωμετρικής προόδου , µε πρώτο όρο το πο και 


2 
λόγο ω--- 
κας 


1 


Άρα Σ---δσ-. Δηλαδή το μήκος τῶν «εστεγασμένων» σημείων είναι ίσο µε 


τι 
3 


το μήκος του αρχικού διαστήματος [0.1] . Αυτό εποπτικά µας οδηγεί στο 
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συμπέρασμα ότι στεγάσαµε όλα τα σηµεία. Αλλά βεβαίως είπαµε ότι τα άκρα 


των τοµών π 0 ς - σα α δ 1 Εε τον τρόπο κατασκευή 
ὡς ο ο ο πο πα” ρ αν 





» » » 


είναι άπειρα Και αριθµήσιμα ὡς υποσύνολο του ϱὉ. Ἑκτός απὀ αυτά τα 
«βρεχόµμενα αριθµήσιμα σηµεία δεν φαίνονται να υπάρχουν ἀάλλα. Ἡ 
εποπτεία µας λέει ότι: 
ο το µήκοςτου πεδίου ορισμού [0,1 είναι {. 
ο Ηδη στεγάσαµε σηµεία µε μήκος. 
ο Στα άκρα των διαστημάτων έχοµε άπειρο αριθμήσιμο πλήθος 
«βρεχόμενων» ρητών που δεν έχουν μήκος. 
Άρα δεν πρέπει να υπάρχουν άλλα «βρεχόμενα» σηµεία 
Το εξαιρετικά περίεργο είναι ότι υπάρχουν κι άλλα «βρεχόμεναλρσηµεία που 
είναι μάλιστα υπεραριθµήσιµα στο πλήθος. Επίσης, παρ΄ ότι μπορούν -ως 
υπεραριθμήσιμα- να τεθούν σε «Ι-[λκαι επί αντιστοιχία µε το (0,1) , εν 
τούτοις ὃεν έχουν μήκος) 
Ὑπάρχει µια ενδιαφέρουσα απόδειξη για το προηγούμενο, η οποία απλοποιεί 
αρκετά πράγματα, αρκεί να θεωρήσουμε τους αριθμούς του [0.1] γραμµένους 
στο τριαδικό σύστηµα αριθµήσεως. Την παραθέτουμε, αφού υπενθυµίσουµε 
στον αναγνώστη ότι: 
ο Στο τριαδικό σύστηµα αρίθµησης, χρησιμοποιούμε µόνο τα ψηφία 0,1 
και 2 για να γράψουμε όλους τους αριθμούς. 
ο Όταν τριχοτομούμε το [0,1] . στο πρώτο τρίτο οι αριθμοί έχουν την 
µορφή 0,0αιαραμαμας.....αι....... όπου τα αι είναι ψηφία, 1.ἠ2. 
ο Στο δεύτερο τρίτο, οι αριθµοί έχουν την µορφή 0,{αιαρασαμας.....αι... 
ο Στοτρίτοτρίτο., οι αριθμοί έχουν την µορφή 0,.2αιαραμαμα».....αι... 
Στο πρώτο βήμα , στεγάζουµε τους αριθμούς που αρχίζουν µε ϐ0.1...... και 
παραμένουν «βρεχόμενου) οι αριθμοί 
00... 
02... 
Στο δεύτερο βήμα , στεγάζουµε κάποιους (δεν µας ενδιαφέρουν προς το παρόν) 
και παραμένουν βρεχόµενοι οι αριθμοί της µορφής: 
0,00... 
0,02... 
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0,20... 
οὗ 
Στο τρίτο βήµα . παραμένουν βρεχόµενοι οι αριθμοί της µορφής: 
0.000... 
0.002... 
0.020... 
0.022... 
0.200... 
0205 
ος 
21. 


Στο τέταρτο βήμα . παραμένουν βρεχόµενοι οι αριθμοί 
0.0000... 
0.0002... 
0.0020... 
0.0022... 
0.0200... 
0.0202... 
0.0220... 
0.0222... 
0.2000... 
0.2002... 
0.2020... 
0205. 
0.2200... 
0.2202... 
0.2220... 
25... 
Στο ν-οστό βήμα. θα έχω 2’ αριθμούς και ισάριθµες ακολουθίες ψηφίων 
«Αν τις διατάξουµε όπως και προηγουμένως κατά σειρές και στήλες ιδίας τάξης 


ψηφίων , θα έχω: 
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Η πρώτη στήλη µετά την υποδιαστολή θα έχει 2”. μηδενικά και 2”. 
διπλά κατά σειρά, εναλλασσόμενα 1 φορά. 

Η δεύτερη στήλη µετά την υποδιαστολή θα έχει θα έχει 2” μηδενικά 
και 2” διπλά. εναλλασσόμενα 2 φορές. 

Η τρίτη στήλη µετά την υποδιαστολή. θα έχει 2” μηδενικά και 2” 
διπλά . εναλλασσόμενα 3 φορές 

Η ν-οστή στήλη θα έχει 2 ΞΙ µηδενικό και 2” ΞΙ διπλό που θα 
εναλλάσσεται 
ν- φορές. 

Η διαδικασία αυτή δεν σταματά εδώ, αλλά συνεχίζεται επ΄ άπειρον.... 
Επ ᾿άπειρον λοιπόν, παραμένουν “' βρεχόμενοι) οι αριθμοί που το τριαδικό 
τοὺς µέρος αποτελείται από τα ψηφία 0 και2. 
Φα δείξουμε ότι το πλήθος αυτών των αριθμών έχει τον πληθάριθµο του 
συνεχούς! 
Έστω ότι όλοι οι αριθμοί που έχουν τριαδικό ανάπτυγμα µε ψηφία 0 ή 2 είναι 


αριθµήσιµοι. Τότε θα γράφονται σε µια σειρά όπως παρακάταο: 


ἅμς Ὁ, μη  α Ἡ Ἀ. ἂνὼ 

ὅ Ὁ ἃ. αλ οὴ ιτ ἃᾱ ἃ α 

σε Ὁ ᾱ -ᾱ 1θ., α ον 
κο α α ᾱ .ν ᾱ ἅ ια 

ε 

οσο α α΄ ᾱ 1δο, ᾱὲ ως 

ο πω πα ρω 
θα απ ὃς αᾱ. αν ν 
ακ Ξ 0 8 8 8 8 δ 8 5. 


..) 
κ. 
δι 

ε 

μὴ 
ο. 
κ 

9 
. 


Σχηµατίζουµε τον αριθµό βΞβιβ2β:Ίβ4β:βεβ/βε....βι........ 


Με τον εξής κανόνα δημιουργίας: 
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2,αν χι-θι .., | | 
β, - Τότε ο αριθµός β δεν ανήκει σε αυτή την σειρά 
0,αν χιΞ2 
απαρίθµησης, πράγµα άτοπο .. Επομένως δεν είναι αριθµήσιµοι οι τριαδικοί του 
[0,1] µε ψηφία το 0 καιτο 2, σύμφωνα µετο παραπάνω διαγώνιο επιχείρημα. 
Το «βρεχόμενο» τµήµα του [0,1] λέγεται Σύνολο του Οαπίοτ και έχει 


μ μ κ πε) κ 
εξαιρετικά ενδιαφέρουσες αναλυτικές και τοπολογικές”' ιδιότητες. 








μα. -ᾱ- - -ᾱ-ᾱ-- ο μα. -αᾱ 


Ἡ κατασκευή του συνόλου του (απΠίΟΓ . μέχρι το τέταρτο βήμα. 





Έτσι όπως το έχουµε κατασκευάσει, προκύπτει, ότι οσοδήποτε κοντά σε 
κάθε σηµείο του συνόλου Οαπίοτ υπάρχουν άπειρα τοπικά μέγιστα . Αυτό 
καθίσταται φανερό, αν αναλογισθούµε την τριαδική µορφή που έχουν οι θέσεις 
των τοπικών µεγίστων της συνάρτησης. 

Ἐκ κατασκευής οι θέσεις αυτές είναι της µορφής: 

ΥΞΥΙΥΣ2Υ2Ύ4Υ5ΥΕΥ7.. Ὑνὶ . όπου ν οσοδήποτε μεγάλος φυσικός και τα γι είναι 
ψηφία 0 ή 2 σετριαδικό σύστηµα αρίθµησης. 

Έτσι, αν έχουµε ένα στοιχείο ο του Συνόλου (απίο; ,αυτό θα 
αποτελείται απὀ ψηφία 0 ἠ 2. Αν κατασκευάσουµε µια σφαιρική περιοχή µε 
κέντρο το ς και οσοδήποτε µικρή ακτίνα ϱ, τότε υπάρχει μέγιστος ν φυσικός µε 
ϱ33 (με βάση το δέκα ή 10””µμε βάση το τρία) 

Κατασκευάζω έναν νέο αριθµό κι ως εξής: Διατηρώ το τριαδικό 
ανάπτυγµα της ακολουθίας των ψηφίων του ο µέχρι το (ν1)-οστό ψηφίο και 
στην συνέχεια το επόμενο ψηφίο αν είναι 0 το κάνω ] ή αν είναι 2τοκάνω[. 
Έτσι παίρνω έναν αριθµό δεξιότερα ή αριστερότερα αντιστοίχως του ο , που 
ανήκει στην ο(ς, ϱ). 

Έπειτα λαμβάνουμε την ακολουθία των ψηφίων του ο µέχρι και το 
(ν{2)-οστό και στην συνέχεια θέτουµε 1 . παίρνοντας έναν νέο αριθµό κ2 που 


ανήκει στην ο(ς, ϱ). Ορίζεται µε αυτό τον τρόπο µια άπειρη ακολουθία θέσεων 





Για παράδειγµα . το σύνολο του Οαπίο: είναι κλασμοειδές (ή μορφοκλασματικό αντικείµενο 
ή φράκταλ ή θρύμμα) έχει δηλαδή την ιδιότητα της αυτοοµοιότητας έχει διάσταση- κατά 
Ηδουκάοτίί- Ιοσ2/1ο52--0.63002 «1 κ.ά. 


71 





τοπικών μµεγίστων που ανήκουν σε οσοδήποτε µικρή περιοχή του ο δηλ. σε 
διάστηµα της µορφής (ο-ρ. ορ). 

Από την κατασκευή της ακολουθίας γίνεται φανερό, ότι υπάρχουν δύο 
υπακολουθίες θέσεων µεγίστων, η µία δεξιά του ο καιη άλλη αριστεράτους, 


άρα έχω άπειρα ακρότατα και σε διαστήματα τῆς µορφής (ς, «ϱ) και (ς-ρ. ϱ) 














γιακάθερ εξ. 


7.2 ΗἩ συνάρτηση του (απίογ («η κλίμαξ του διαβόλου») είναι µια 
συνάρτηση που είναι: 
ο Συνεχής στο [0.1 
ο Αύξουσα 
ο Μη σταθερά 
ο Παραγωγίσιµη παντού µεπαράγωῶγο ίση μεθ. εκτός από ένα 


υποσύνολο του [0.1] µε μήκος 0. 


Ορίζεται µια κλιµακωτή συνάρτηση Ε:[0.1] -»[0.1] ως εξής: 
Διαιρούμε το [0.1] σε τρία ίσα τμήματα και ορίζουµε την συνάρτηση να 
παίρνει την τιµή Υ2 σε κάθε σηµείο του μεσαίου τµήµατος. Κατόπιν, διαιρούµε 


το αριστερό και το δεξιό τµήµα πάλι σε τρία κομμάτια έκαστο και ορίζουµε την 
- ; , ; 1 2 σας. 
συνάρτηση να παίρνει την τιµή Ψ4 στο διάστηµα οἷο και ὖᾳ στο ο 


Έχουν απομείνει τέσσερα τµήµατα στα οποία η συνάρτηση δεν έχει 
ακόµα ορισθεί: 


ὃ-- ο... .-- πδη Κάθε ένα από αυτά τα διαιρούµε σε τρία 
ϱ| 193 3919 








ίσα τμήματα Και στα µεσαία τµήµατα ορίζουμε την τιµή της συνάρτησης 


. ο. ο .. αντιστοίχως. 
ὃ 6 δ δ 

Αν συνεχίσουμε επ΄άπειρον αυτή την διαδικασία, προκύπτει µια 
συνάρτηση ορισμένη σε όλα τα «στεγνά» σηµεία του [0.1] δηλ στο [0.16 


όπου 6 το σύνολο του Οαπίος. 
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Αν Γ(χ)Ξ Επι Ε(χ/)Ξ Επι {(Χ,)χεο. τότε όπως έχουµε δείξει, το Χ έχει µια 
απειροψήφια τριαδική ανάπτυξη της µορφής 0,αιαρα.αμαςᾶς.....ἄν...... όπου 
αιείθ,2) νΙΕΝ. 

Μπορούμε να ορίσουμε δύο ακολουθίες µε στοιχεία του [0.116 . 
γνησίως µονότονες . µία {Χ,} γνησίως αύξουσα και µία {Χ;} γνησίώς 
φθίνουσα που να συγκλίνουν στο Χ. Ο τρόπος ορισμού π.χ για την {χι}. 
µπορεί να γίνει ὡς εξής: 

Αριθµώ το τριαδικό ανάπτυγμα του χ και το πρώτο 2 που θα συναντήσω 
το κάνω 1 . Σταµατώ την αρίθµηση και τον αριθµό που έχει προκύψει τον ορίζω 
ως χι. Αριθµώ τα ψηφία του χ και στο δεύτερο 2 που θα συναντήσω το κάνω | 
, σταµατώ και ορίζω το χο µέχρι εκεί. Συνεχίζω έτσι, αριθµώ πάλι και στο ν- 
οστό 2 που θα συναντήσω, θα το κάνω | και θα ορίσω τον χι . Έτσι 
δημιουργείται µια ακολουθία στο [0.106 που εκ κατασκευής είναι γνησίως 


αύξουσα και συγκλίνει στο χ. 

Ο τρόπος ορισμού για την {χ., 1, µπορεί να γίνει ως εξής: 

Αριθµώ το τριαδικὀ ανάπτυγμα του χ . και το πρώτο 0 που θα 
συναντήσω το κάνω 1 και ορίζω τον χ;. Αριθµώ και πάλι και το δεύτερο 0 που 
θα συναντήσω το κάνω 1 καὶ ορίζω έτσιτον χ,. Συνεχίζω και αριθµώ και το ν- 
οστό 0 που θα συναντήσω το κάνω 1 και ορίζω έτσιτον χ' . Ἑκ κατασκευής η 
{χι 1 είναι γνησίως φθίνουσα συγκλίνει στον χ και όλοι οι όροι της ανήκουν 
στο [0.110. 

Η τιµή της συνάρτησης του ΟαΠίοτ στο σηµείο χ ε[θ.1]Ο ορίζεται ὡς: 
Γ(χ)Ξ μπι {(χΙ)ὶΞ Ἠπῃ Ε(Χ:). Το ότι υπάρχουν αυτά τα όρια και είναι κοινά . 
µπορεί να αποδειχθεί , οπότε µετά η συνέχεια της Ε σε όλο το διάστηµα [0.1] 
έπεται φυσιολογικά. 


Εναλλακτικά μπορεί να ορισθεί 


ἽΑνχεο, (κ) Ξςσιρ(α) τα ε[θ,ηλΟοµεις«χ} 
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Η "σκάλα του διαβόλου" στο τρίτο βήµα -από τα άπειρα- της κατασκευής της. 





Ένας άλλος έξυπνος αλγοριθµικός τρόπος ορισμού της τιμής Αχ) στην θέση χ, 


είναι ο εξής: 


1. 
2. 


Γράψε το χ µετην τριαδική του ανάπτυξη. 

Αν το χ περιέχει το ψηφίο 1, άλλαξε το πρώτο 1 που θα συναντήσεις µε 
2., και όλα τα ακόλουθα ψηφία µε 0. 

άλλαξε όλα τα ψηφία 2.µμεΙ 

Την νέα γραφή του αριθμού , θεώρησέ την στο δυαδικό σύστημα 


αρίθµησης και αυτή είναι η τιµή {χ). 


Δηλαδή: Αν χ- 0,75217192501145118427069044352905Γω 10 τότε µε τον 


γνωστό αλγόριθμο τῶν συνεχών διαιρέσεων µε το 3 απ΄ όπου παίρνοµε τα 


διαδοχικά υπόλοιπα κατ΄ αντίστροφη φορά, . έχω ότι χ-0, 2020221 (βση1) ἡ 


2 


Σο ᾱ-. 1 


ο ο -- -- 
ον ο ο αν α 
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Αριστερά η συνάρτηση του ΟΑΠίΟΥ µέχρι το 4’ βήμα και δεξιά µετά από κάποια λίγα 


βήματα παραπάνω, όπου δεν φαίνεται η διακριτή κλιμάκωση λόγω πάχους της γραμμής 
σχεδίασης, αλλά όµως κάπως ἔτσι θα πρέπει να την φανταστούμε µετά από τα άπειρα 


βήματα ορισμού της, αφού είναι συνεχής! 





Γι αι 1 α 
Τότε έχω ἤχ) -0.10101 1 1ος 2) δηλ. Ε(κὶ) ----Ἑ--- Έτ Ἑ--ςἜ---- 
χω ἴ{κ) Φάση 2) δηλ. Εκ) Τη 2536 27 
Ο παραπάνω αλγόριθμος ουσιαστικά προέρχεται από τον εξής ορισμό: 
Ομ 2 


απο τον 


ϱ 1 6 
ο. και ο 


απ αν » και 


Αν χε(α.β) µε απ δ..η 


σ σ 
- τος η -. ος 





1 
, ε{θ.Ι.2}. τότε Ε(χ) Ξ ] | µε την προέκταση του 


ορισμού και όταν ΠΠ -» -οο ποὺ οι ορισθείσες σειρές συγκλίνουν. 

Να επισημανθεί .ότι όπως ήδη έχουµε αποδείξει στην προηγούµενη 
εφαρµογή, το μήκος τῶν σκαλοπατιών έχει μήκος 1, ακριβώς όσο και το μήκος 
του πεδίου ορισμού [0.1] . Στα σηµεία του συνόλου Οαηίο: . η οριζόµενη 
συνάρτηση κατορθώνει να γίνεται αύξουσα διατηρώντας την συνέχειά της, 
πράγµα που είναι καταπληκτικό αφού εκφεύγει σαφώς της συνήθους εποπτείας 


και διαίσθησης. 


15 


7.3. Μια κλειστή επίπεδη καμπύλη που περικλείει πεπερασμένο 
εμβαδόν και έχει άπειρη περίμετρο! 

Πρόκειται για την γνωστή καμπύλη ή «Νιφάδα» του ΚοοἩ ., η οποία εκτός από 
τις ανωτέρω ιδιότητες ., δεν επιδέχεται εφαπτομένη σε Κανένα σηµείο της , Κάτι 
που δεν θα αποδείξουμε , αλλά το δείξουμε για µια συνάρτηση που έχει αυτή 
την ιδιότητα παρακάτω: 
Ἡ κατασκευή της γίνεται βήμα προς βήμα µε τον εξής τρόπο: 
Θεωρούμε ένα ισόπλευρο τρίγωνο πλευράς μήκους π.χ. 1. («μηδενικό» βήμα 
για την περίµετρο 110) Διαιρούμε κάθε πλευρά του τριγώνου σε τρία ίσα µέρη, 
αφαιρούμε τα τρία µεσαία µέρη Και σε Κάθε θέση τους προσθέτουμε ένα 
ισοσκελές «λάμδα» που µε την αφαιρούμενη πλευρά σχηματίζει ισόπλευρο 
τρίγωνο. Έτσι, έχω το πρώτο βήμα που αντιστοιχεί σε περίμετρο ΤΠι. Αυτό 
συνεχίζεται επ΄ άπειρον και σχηματίζεται η καμπύλη. Στο παρακάτω σχήµα 


βλέπουμε το πρώτο δεύτερο τρίτο και τέταρτο βήμα 











«Μηδενικό», πρώτο, δεύτερο . και τρίτο. βήμα από τα άπειρα της κατασκευής 





Στο «μηδενικό» βήµα έναρξης έχει περίμετρο 
Πο (3): 44) 


Στο πρώτο βήµα κατασκευής έχω στην κάθε πλευρά να δημιουργούνται 4 νέες 


πλευρές µε µήκος το ς του προηγούμενου μήκους , δηλ. 


1 4} 
ΠιΞ(4-3).(1:--)Ξ23ἱ -- 
ο ον 1) 5 
Στο δεύτερο βήμα . ομοίως σε κάθε πλευρά δημιουργούνται 4 νέες πλευρές µε 


μήκος το στου προηγούμενου μήκους, δηλ. 
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2 

κςἸ 4 

Π;-4(4 3): 4.) -ᾱ) - 

2-43) ας 1) 5 
πλευρες στγοπ----τ--, 
µηκοςπλευρας 


Στο τρίο βήμα , ομοίως έχω τετραπλασιασµό των πλευρών µε 


: | . 4 
υποτριπλασιασμό του μήκους δηλ τον συντελεστή . και 


41) 4 41" 4 
πι-α 5) Τελικά επαγωγικά έχω 3 Σ111Ξ 5) -δσο., αφού 3 κας 
Ἐπομένως έχω άπειρη περίμετρο. 
Για το εμβαδόν Ε, έχω τα εξής: 
Το αρχικό τρίγωνο έχει εμβαδόν Εο. 
Στο πρώτο βήμα έχω εμβαδόν Ἐι το οποίο προκύπτει απὀ το Ἐο αν το 


αυξήσουµε κατά 3 επί πλέον όμοια τρίγῶνα που έκαστο έχει λόγο οµοιότητος 


κ” 
µε το Ερ κα άρα λόγο εμβαδών ο Άρα 


Στο δεύτερο βήμα , έχω εμβαδόν Ε2 .. Αυτό προκύπτει, από το Ει , όταν σε 


κάθε πλευρά του προστεθούν τετραπλάσια ισόπλευρα τριγὠνάκια τα οποία 


έχουν λόγο ομοιότητας στ αμε σχέση το αρχικό Εο και λόγο εμβαδών 
) 
ους 
πι, λν {4} 
Άρα ΕΞ Ει 4:93. | ΕΞΕΙ Γ5:8)-{ ΕΞΕ ΕΙ -- 3 
ρα Ὦ} 1 ε. 0 1 Γ 0 1 τσ) (2) 


Επαγωγικά , µε την ίδια κατασκευαστική λογική , έχω στο πε] βήμα: 
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6οα]ε Ὦη 1/3 




















1 η 2 ε ιά Α . 
Ει .. Ε, .λνάα [8 Ερ αυ 4 
(3) ο νψ 1/8 
Β, αι) "Εῃ 
3 Ὁ μη 
Ἡ σχέση (3) . µας δίνει το εμβαδόν . 
στο Πτι βήμα συναρτήσει του θα) α -' - 
εμβαδού στο προηγούμενο βήμα π ρα 
και του αρχικού εμβαδού Εο. ρη 
4 
Ἐν ας Ει 4 
14 
ΕΞ] --| Ει βολ]ς Ἡσ 1/3 
3.9 
Γαλ, 
Ῥ, .. Γι πι Ες . 
3.9 5(2) "Ἑ (45 ουρίεε) Ξ8ξ 
1{4ΑΥ 
Ἐ, . κ] 9 Εν 
{4 
Έ,Ξ λλη 9 Εν 
ο ο) ο 11 
... ο 1] 
ι9 


Με πρόσθεση κατά µέλη. παίρνω: 


Τι 4. 
Εμ ΕΕ 22η) εν 


Κ-0 
1 ᾱι(4}. 
Ε μη] ε-- -] ΣΕ» 
η ΕΙ | λῇς)| 0 
δν. ἵ: Ἱ 8 
ΠπιΕ οι Ξ τς Ἔρ» Ε, Ξ Ίσως ΕΞ ΕΞ- Εν 
ῃ--»οο ο πε 9 3 .. 5 
9 


Δηλ. Το επ΄ άπειρον σχήµα της νιφάδας του Κοοᾗ έχει 60ο παραπάνω εμβαδόν 


από το αρχικό τρίγὠνο. 


7.4.Αν φ(γ) είναι η συνάρτηση «απόσταση του χ από τον πλησιέστερο 




















-- 1 
ακέραιο». Τότε η συνάρτηση {Γ:Ε -»Ε µε /()- οι. χα) 
ηΞΙ 


είναι παντού συνεχής και πουθενά παραγωγίσιµη! 





Προκαταρτικά-σκιαγράφηση τής απὀδειζης: Ἡ συνάρτηση Φφ(χ) ορίζεται µέσω 
της συνάρτησης «απόλυτη τιµή» «δεκαδικό µέρος αριθμού» δηλ. {χὶ η οποία 
µε την σειρά της ορίζεται µέσω τῆς συνάρτησης «ακέραιο µέρος αριθμού» από 


την ισότητα {χ}Ξχ-[χ] . (βλ. Β3.6.Β.α) . Έτσι έχω: 


φ(γ)Ξ 5 . ο -- .] για την οποία προφανώς ισχύει 0«φ(1)ς« . (1) και η 


οποία έχει την παρακάτω γραφική παράσταση : 
Π.481 
Π.381 
Π241 
ώοι 




















ἢ 012 2 0388 [48 08 Ώ12 084 88 108 1.2 132 Ἰωά 1988 188 18 1132 204 2186 228 24 








: : : ἳ ' : : 
012 [2 038 {48 ΏΒ 072 084 Π88 τβ 1.2 135 Ἰω 188 Ἱ ββ 18 1185 204 286 2 28 24 


Η συνάρτηση τό χ) έχειτην παρακάτω γρ. παράσταση: 








012 2 038 [48 0Β Ώ12 084 88 108 1.2 132 Ἰωά 1598 188 18 1132. 204 2186 228 24 


Η συνάρτηση σόθ χ) έχειτην παρακάτω Υρ. παράσταση: 





4: 4 4 
ἢ 012 [2 388 48 0Β 0172 084 88 108 1.2 132 Ἰω 158 188 18 1132. 204 2186 228 24 
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τα 


1 
Σχεδιασµένες όλες σε ένα σύστηµα αξόνων µαζί µε την πώς χ) έχουν την 


παρακάτω εικόνα: 


Π.481 
0.381 
Π.241 


0121 








ἢ 012 [24 03 ἢΠ48 ΠΕ 075 084 38 108 1.2 1.32 144 1586 1.88 148 192 204 216 228 24 
Με τον τρόπο αυτό δημιουργείται µια ακολουθία συνεχών συναρτήσεων οἱ 
οποίες έχουν και µια αξιόλογη ιδιότητα που δεν χρειάζεται στην απόδειξη, 


αλλά την αναφέρουμε: Σε κάθε υποδιάστηµα [α,β] του Ε , όλες έχουν το ίδιο 


/ 


μηκος 
παραλληλογράμμων που δημιουργούνται. 


. κάτι που µπορεί να αποδειχθεί εύκολα γεώµετρικά . µέσω των 


Αν προσθέσω τήν πρώτη και τήν δεύτερη , παίρνω µια συνἀρτήησηή που έχει την 


παρακάτω µορφή: 











ι ι ἳ ἳ ι ι ι ι 
ἢ 012 [2 388 48 ΠΒ 072 084 Π88 108 1.2 1:35 1 1586 188 18 1135. 2904 2186 228 24 


Αν προσθέσω τις τρεις πρώτες έχω: 


υ.{Τ 

6 
48 
πεαι 
πι 


Π121 











τα 





[ ι ι ι ι ι ι : 
ἢ 012 [24 3388 48 ΠΒ 072 084 88 108 1.2 1:32 Ἰ 158 188 18 1135. 204 2186 228 24 


Με πρόσθεση των τεσσάρων πρώτων έχω: 
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Με πρόσθεση των πέντε πρώτων 








ἢ 012 24 36 0.48 π6 ϱ72 στ πε 1.08 1.2 1:32 144 1.58 1.688 τα 1 2 204 218 228 24 
Με πρόσθεση των επτά πρώτων έχω: 











Αν προσέξουμε καλύτερα βλέπουμε ότι παράγεται ένα σχήµα µε την ιδιότητα 
της αυτό-ομοιότητας (το µέρος όμοιο µε το όλον) είναι δηλαδή ένα 
μορφοκλασματικό αντικείµενο, ή κλασμοειδές . Επίσης πρέπει να προσέξουμε 
ότι στην πρώτη συνάρτηση έχω γωνιώδες σηµείο στις θέσεις ἵ{κ., κε 
όπου δεν υπάρχει εφαπτομένη στο διάγραµµα της συνάρτησης. Όταν 
προστεθούν και οἱ άλλες συναρτήσεις έχω πρόσθεση επί πλέον κλάσεων 
γωνιωδών σημείων . τα οποία µε τον τρόπο που έχω ορίσει την φ/χ) 
ισοκατανέµονται στο ΕΚ κάτι που είναι απαραίτητο για να γίνουν τόσο πολύ 
πυκνά µετά απὀ άπειρα βήματα, έτσι ώστε σε κάθε σηµείο χο του Ε., να µην 
υπάρχει τελικά εφαπτόµενη στο διάγραµµα της Ε. 


Στα προηγούμενα σχήματα επιλέξαμε την ακολουθία των συναρτήσεων 





1 1 
2 Δί «γ) και όχι την τρ «Φ(10” 2) για λόγους καθαρά σχεδιαστικούς µιας 


και για ν-2 και µόνο για την πρώτη βασική περίοδο της αρχικής, έχω: 


8Ι 


0.512 


0.481 


04481 


Π.418 


0.384 


0.3521 


0.321 


02881 


02381 


Π.2241 


0.132 


018 


0.128 


0.038 


0.β4 


0.032 











ἢ πιη πζβε Π.144 0182 π2η 0.298. Π:338 π38ή [432 Π48 0528 0.578 Π.824 π6τ2 ϱ72 Π.1β8 πεις πΠ 0.912 π8ς 
Για νς», 4, 5, .... Προστίθνται διαρκώς πολλαπλάσια δοντάκια απὀ το 
προηγούμενο βήμα, τα οποία όμως δεν διαφοροποιούν το σχήμα που µου δίνει 
ο υπολογιστής, αφού έχω υπέρβαση της διακριτικής ικανότητας που 
καθορίζεται από το πλάτος της γραμμής σχεδίασης. 

Διαισθητικά όµως καταλαβαίνουμε, ότι αν αυτό συνεχισθεί σε άπειρα βήματα η 
καμπύλη µου θα έχει άπειρα δοντάκια ισοκατανεµηµένα ὡς άπειρα σε κάθε 
υποδιάστηµα του Ε., οσοδήποτε μικρό , άρα το γράφηµά της δεν θα επιδέχεται 
πουθενά εφαπτομένη. 


; 


Ορισιιένα για τήν τεχνική τής απὀδειζης: 


ο 1 
ο Πρώτα θα δείξουμε ότι η συνάρτηση { 5 τό(0”2) είναι 
ηΞΙ 


συνεχής . µε την βοήθεια του κριτηρίου του ἸΜεἰετείταςς . Την έχουµε 
κατασκευάσει , ώστε να εφαρµόζεται το κριτήριο αµέσως. 
ο Θα επιλέξουμε ένα σηµείο α στο Κ και θα δείξουμε ότι σε αυτό δεν 


υπάρχει παράγωγος. 
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1.908 


Παρατηρούμε, ότι η Ἐ , παρουσιάζει περιοδικότητα µε πρωτεύουσα 
περίοδο ΤΙ, συνεπώς θα εξετάσουμε την Ἔ µόνο στο (0,11 . Άρα θα 


επιλέξουνε α ε(θ,Π] 





Για να δείξουµε ότι δεν υπάρχει η παράγωγος της πι 


0ο 


Γ(α,)-/(α) κ 
ων 

στο α. . θα χρησιμοποιήσουμε όχι τον συνήθη ορισμό της παραγώγου 

αλλά τον ακολουθιακό που λέει ότι για κάθε μηδενική ακολουθία Ππι 

ία.) -- Γ(α) 
/ 
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θα πρέπει να υπάρχουν τα όρια Ππι και να είναι όλα 


Π1--»οο 





ίσα.. (2) 

Θα κατασκευάσουµε µια μηδενική ακολουθία Ἡμι για την οποία το 
όριο της (1) δεν υπάρχει. Επιλέξαμε μάλιστα την παράσταση τῶν {π 
µε την παράσταση της δύναμης του 10 ώστε η ακολουθία που θα 
κατασκευαστεί να εκμεταλλευθεί την δεκαδική παράσταση του α και να 
καταλήξουμε στο αποτέλεσµα που θέλουμε, δηλ. της µη ύπαρξης του 
ορίου της (2). Με αυτό τον τρόπο αντιμετωπίζεται το θέµα µε 
στοιχειώδη (κατά το δυνατόν ) τρόπο µε χρήση µόνο του κριτηρίου του 
ἸΜεϊοτςίγαςς και μάλιστα για την απόδειξη της συνέχειας της Ε. 

Το ἣΜ-κριτήριο του ὭἸὙΝεἰεΓςδίᾳς: έστω {πι µια ακολουθία 
συναρτήσεων ορισμένων στο Α. Έστω επίσης µια ακολουθία αριθμών 


{Μι} τέτοια ώστε να ισχύει: 


Γ{Γα4δΕΚΜ, .νχεά. . και ακόµα η σειρά δ.Μ, συγκλίνει, τότε και η 


ηΞΙ 


0ο 
σειρά ») Ἰ,(α). συγκλίνει . και μάλιστα απολύτως Και επίσης συγκλίνει 


ηΞΙ 


ομοιόμορφα στο Α., στην συνάρτηση {(α)Ξ » ο), 


αξι 


4επτομερώς ή απὀδειζη έχει ως εξής: 


/ 


Η συνέχεια τ ά. 


δ3 





Ορίζουµε ότι {Γι (8)Ξ χ), η οποία είναι ακολουθία συνεχών 


1 
συναρτήσεων. Τότε από (3) έχω προφανώς ότι | {ος πα για κάθε χ στο Α. 


Επίσης η σειρά συγκλίνει ὡς άθροισμα τῶν απείρων όρων φθίνουσας 


1 


1 0ο 
γεωμετρικής προόδου µε λόγο πο και μάλιστα στρ - -- - -- Άρα µε 
ηΞΙ 





10 
βάση το κριτήριο του ἸΜεἰετςίταςς και η ν ρόα 0”) συγκλίνει ομοιόμορφα 
ηΞΙ 


και άρα, λόγω της οµοιόµορφης σύγκλισης, η προκύπτουσα συνάρτηση 


ση. Σ πρρόα 0”) είναι συνεχής. 


2) Το ιιή παραγωγίσιµον τ σε κάθε γ στο 4 


Έστω αε(θ,]]. Τότε το α έχει µια δεκαδική παράσταση ψηφίων (δηλ. 


ακολουθία) της µορφής: 





1 
το” "ανα͵Ἕ4 9 
αΞξθ,αιαιαιαιαςᾶς.... Ορίζω την ακολουθία :{, Ξ- (Το 
παν αι Ξβῇ9 
10” πῃ γ 
γιατί ορίζουµε έτσι την ακολουθία θα φανεί παρακάτω) 


' ἹὙἑ Τ(α) -ν Ι.. φ(θ"(α -ἀι))) - φ107α) 
σος τὰ πα) εα 


Έχω 





Ἰ 


Σ ε1ρ”” Τφ(1θ”(α κι) --ϕ(10”α)| (3) 


Θα δείξουμε, ότι στην πραγματικότητα η (3) δεν είναι ένα άπειρο άθροισμα, 


αλλά ένα πεπερασμένο. 


Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις για την σειρά (3) : 


δ4 


ο Αν ΙΣΠ, Τότε ο αριθµός 10” -ᾖ{,, είναι ακέραιος και αφού η Φ είναι 
περιοδική συνάρτηση µε περίοδο κάθε ακέραιο, θα έχω: 
φ(10”(α --{ι))--ϕ(10”α) - 
ῴ(10”α--Ιθ”:/)-4θ”α)- 


ῥ(10”α)- Φ(10’α)--0 


ο Αν «πι, μπορούμενα γράψουμε: 


10”α- ακε΄ραιος Γθ,αιιιαι1ᾶμι ναι... αμ... 

10” (α Ἔ ᾗν)) στ ακε΄ραιος Ἔ 0, α,νιᾶι αι ανα ας «(αι . 1). ος 
1 

«-- 
2 


10" 0410” (4 δι) --ϕῥ(10θ” α) 1 - εἰ 


ο νι 


θ.α μα ο 


η 2ᾶνλα 


π-Εἰ 


Για να ισχύει η δεύτερη ισότητα είναι αναγκαίο να έχει οριστεί Πν- 


107”. όταν αμΏὈ. 


Αν υποθέσουμε ότι θ,α,μια, αμα 


ην πι 


η να ο. 
α οὐ ς .” τότε θα ισχύει σίγουρα και 


ότι 


1 


θα μα ος πα μα πλ ξ το διότι στην ειδική περίπτὠση όπου πι-ηγ{, 


4 33 


έχουµε φροντίσει να ορίσουμε Πν-- 10”. αν αιι-4. 


Έτσι όµως θα ισχύει και ότι φ(10”(α-- μι)))--ϕὀ(10”α) - Ι0””” 


Η ίδια ισότητα ισχύει και όταν θ,α,ια,α,ια 


π-Εἰ Πα τὴ 


1 
ο Άρα. .σε κάθε 


περίπτωση. για η-πι θα έχουµε : 


{(α Ην) (8) 
[η 
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10”: (ά(10θ0”(α--νι))) --ϕ(10”α)}- ΕΙ Έτσι η παράσταση 


είναι στην πραγματικότητα άθροισµα πι-ἶ στο πλήθος αριθμών , κάθε ένας από 
τους οποίους είναι ή 1 ή -ἵἶ . Αλλά όταν προσθέτουμε έναν αριθµό το | 
μεταβάλλεται από άρτιο σε περιττό (και αντίστροφα) και όταν προσθέτουμε το 
--ἲ μεταβάλλεται οµοίῶς απὀ άρτιο σε περιττό (και αντίστροφα) 

Άρα το άθροισμα πι-ἱ στο πλήθος αριθμών που καθένας τους είναι 1 ή -{. 
είναι άρτιος αν πι περιττός ἦ περιττός αν πι είναι άρτιος. Έτσι έχω, ότι η 


ακολουθία 


δ5 


Γ(αΗμ)- 1(4) 
[η 


1 





είναι µια ακολουθία ακεραίων (µη τελικά σταθερή) της 


οποίας οι όροι είναι ακέραιοι διαδοχικά άρτιων και περιττών. Επομένως δεν 


µπορεί να συγκλίνει και άρα η Γδεν είναι παραγωγίσιµη στοα. , ὀ.έ.δ. 


δ6 


0. ΕΙΣΑΙ ΟΓΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 
0.1 ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 





εν ὖ. 
κατὰ 








1. Να εξηγηθεί, γιατί δεν έχει ορισθεί η περιττής τάξεως ρίζα αρνητικού 


ἡ/--[----Ι, τότε δεν φαίνεται να 


αριθμού, παρ) ότι π.χ. αν ορίσουμε 
υπάρχει πρόβλημα µονοσήµαντου, αφού η εξίσῶση α΄ ----ἶἰ έχει ὣς 


μοναδική πραγματική ρίζατο -ἰΙ. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Παρατηρούμετις παρακάτω ισότητες: 


1 2 
1--4/--(-03-(«Όό 6-02 -4/Γ-Ι, άτοπο. 





1 


4/-Γ----Ι, οδηγεί στο ότι (--1)3 ----ἶ 


Δηλαδή η παραδοχή του συμβολισμού 
--- - : ο : 
και επειδή . Ξ - (καθ” όλα επιτρεπτό) οδηγούμαστε στο άτοπο. 


Ακριῤώς γι᾽ αυτόν τον λόγο, οἱ μή ακέραιες δυνάμεις, ορίζονται γενικά, µόνο για 


θετικούς πραγματικούς αριθμούς. 





2. Να εξετασθεί η αλήθεια ή το ψεύδοςτου παρακάτω ισχορισμού: 
«Κάθε πραγματικός αριθµός, έχει µμµονοσήµαντη δεκαδική 


αναπαράσταση»). 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι ψευδής, όπως φαίνεται από το ακόλουθο αντιπαράδειγµα: 
Αν αι ος , τότε 

10α Ξ 19.99999 

Θα Ξ 15.00000... 

αξ2 

Δηλ. 2.00000....Ξ 19999... 
Να σημειωθεί, ότι γενικώς, αν απαιτηθεί κάθε αριθµός ρητός να γράφεται µε 
την πρώτη γραφή (και όχι µε περίοδο το ϐ) τότε πράγματι ισχύει το 


µονοσήµαντο της παράστασης κάθε πραγματικού σε δεκαδικό ανάπτυγμα. 





3. Να δοθούν παραδείγματα όπου: 
α) άρρητος " άρρητος ”-- ρητός 
β) άρρητος -- άρρητος -- ρητός 
Υ) άρρητος : άρρητος”- ρητός 





ὅ) άρρητος : άρρητος”- ρητός 








δδ 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

α) (92) {(2-92)-2 
β) (9242) -(92)52 
Υ) (92) 092) «4 


.. 


Στα παραπάνω, θεωρείται γνωστό ότι ο Μ2 είναι άρρητος και επίσης ότι 


δ) δ 


ισχύουν οἱ προτάσεις: 
(2 ρητός -Ε άρρητος”- άρρητος 
(1) ρητός: ή : άρρητος”-- άρρητος 


οι οποίες αποδεικνύονται µε επαγωγή σε άτοπο. 





4. Τα προηγούμενα παραδείγματα, να δοθούν µε δεκαδικές αριθμητικές 


παραστάσεις. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
α) Αν α-Ξ ].,10100100010000ΟΙ0ΘΟΟΘΙΟΘΟΟΘΙ... τότε ο α είναι άρρητος αφού έχει 
απειροψήφια µη περιοδική παράσταση. 
Οµοίώωςο ῥΞ]1.0Ι0110111011110111110... είναι άρρητος για τον ίδιο λόγο. 
Και α.βΞΖΙΠΙΙ1ΤΙΙ... 


Ιθ(α -«β)Ξ 21111111... 


ο(α β)Ξ]9-σα-β - (ρητος) 


β)Αν  α--2.0100Ι000ΙΘΟΟΟΙΘΟΟΟΘΙ... (άρρητος) 


.. αφαίρεση κατά µέλη) 


4Ξ1101001000100001Ι0ΟΟΘΟΘΙ... (άρρητος) 
Τότε α- βΞ1 (ρητός). 
γ) Αφού ορ -Ὀ(ν2 ἘΙ)Ξ]Ι και το ανάπτυγμα του ν2 θεωρείται γνωστό», 
τότε 04142...:2.4142...--1. 





Γνωστό υπό την έννοια ότι μπορούμε να προσδιορίσουµε οποιοδήποτε αρχικό πεπερασμένο 
τµήµα τῶν άπειρων ψηφίων του, µε πεπερασμένα βήματα. Το σύνολο τῶν θέσεων των ψηφίων 
του δεν μπορούμε να το γνωρίζουμε, γι’ αυτό άλλωστε ονομάζεται και άρρητος ({Ξ δεν µπορεί 
να εκφρασθεί). Αλλά είδαμε ότι υπάρχουν και άρρητοιπου “εκφράζονται”. 


δ0 


1 2 
ὃ) Έχω ότι; {- ἡ2--τ--νὸ.Σ-- άρα, γνωστού όντος του αναπτύγµατος του 


οἳ ο) 


: : 1 2 : : 
Κ2, είναι γνωστό και το ----| Ξ -- που προκύπτει µε τον αλγόριθμο της 


ο] 


διαίρεσης µε το 2 και άρα 1.4142....0.707...Ξ1. 








5. Ἠίναι αληθές ότι οι πλέον συνηθισμένοι ρητοί αριθμοί που υπάρχουν 


είναι οι δεκαδικοί τερματιζόµενοι που χρησιμοποιούμε στην καθημερινή 


μας ζωή; 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι. Όλοι οι δεκαδικοί τερματιζόµενοι είναι οι ρητοί της 
µορφής τοι µε µ.ν εὸ και (α.2” :5))Ξ-Ι και μόνον αυτοί. 

Ως σύνολο είναι µεν απειροσύνολο (στην ζωή µας πάντα πεπερασμένο) αλλά 
ως Κλάση των ρητών αποτελεί µια απειροστή κλάση αυτών, πράγμα που 
διαισθητικά γίνεται αντιληπτό απὀ τις δυνατές τιµές που µπορεί να πάρει ο 
παρονοµαστής. 


Εν κατακλείδι έχουµε: 


. αερ 
Δεκαδικοί τερµατιζόµενοι: ομον” μ.ν εὐ, (α,2” «5')Ξι 
Ρητοί ἳ - αβερ. 


Μπορούμε να πούμε (διαισθητικά πάντα) ότι «Ἀχεδόν όλοι οι ρητοί, είναι 
δεκαδικοί περιοδικού». 
Να υπογραμμµισθεί , ότι τερματιζόµενοι ρητοί , είναι και οι έχοντες περίοδο το 9 


(π.χ. 3.5499990909.,..--3,55) 








6. Να αποδειχθεί ότι υπάρχουν άρρητοι α και ῇ έτσι ώστε 0 αριθµός αν 


είναι ρητός. 








ν2 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ αΞξ γ2 και βΞ 42 που είναι άρρητοι. Τότε αν ν2 


γ2 γ2 
είναι ρητός απεδείχθη. Αν όµως τρ] 7 είναι άρρητος, τότε θεωρώ αΞξ ο | 
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2 
και / 5 2. οπότε ορ μι ο ο τός και η πρότασ 
ῤ ρητός και η πρόταση 


απεδείχθη. 








7. Υπάρχει άρρητος α και ρητός ρ έτσι ώστε α. ρΞΡρητός. 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν α άρρητος και ρ ρητός τότε α.ρξ ρ᾿ (ρητός) θα είχα 


αΞξ - δηλαδή άρρητοΞ ρητό, άτοπο. 

ρ 
Όμως τα προηγούμενα ισχύουν µε την προὐὺπόθεση ότι ρ-0. Αν ρΞ0 τότε 
α.0Ξ0 για κάθε άρρητο α. 


Επομένως, οποιοσδήποτε άρρητος επί τον ρητό 0 ισούται µε τον ρητό 0. 





δ. Να κατασκευασθεί µαθηµατική πρόταση Ρ(Η) η οποία να είναι 


1000 
0 


αληθής για τους | πρώτους φυσικούς αριθμούς, αλλά ψευδής για 


άλλες τιμές του η. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ορίζουµε ως Ρ(Η) Ξ«Ο φυσικός αριθµός Ἠ, δεν διαιρείται 


ταυτοχρόνως µετο 2/00 καιτο 5/00». 

Αν ένας φυσικός ἡ διαιρείται µε τον α και µε τον β, θα διαιρείται και µε το 
γινόµενό τους ας β, υπό την προὐπόθεση ότι (α,β) Ξ]. 

Επειδή οι 21000 και 5/00 είναι πρώτοι µεταξύ τους ο μικρότερος αριθµός που 


α α ; 1000 1000 1000 
θα διαιρούν και οι δύο θα είναιο2 5. 510”. 


Άραη [10 νπεάΞ πεὸ:π«Ιθ }. Αριθµίζοντας απὀ το 0, έχω 101 
φυσικούς που δεν διαιρούνται µε τους 210 και 51000, ενώ η πρώτη τιµή που 
καθιστά την Ρ(η) ψευδή είναι για ῃ-- 10100". 

Είναι προφανής µια γενίκευση που μπορούμε να κάνουµε στο παράδειγµα 
θέτοντας αντί για 101009, 103 


Και ένα πιο απλό παράδειγµα: 


Η εξίσωση 10150- ιο). | χ επαληθεύεται για τους πρώτους 10). 
10:000 


/ α α 1000 
πρώτους φυσικούς και δεν επαληθεύεταιγια τον1θ”.. 
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2.ΤΟΠΟΛΟΓΗΚΕΣ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥΓΚ 





1. Ὑπάρχει (µη κενό) φραγµένο υποσύνολο του ὃ το οποίο δεν έχει 


ΦΗΡΓΘΙΙΙΠΙ στο ὃ. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ 4-{αεῦὂ" :κ «2ἱςᾳ5. 

9 Το 4 είναι φραγµένο, αφούπ.χ. α΄ «2-οα) «4 σκς«2,. ὕχεΑ. 

ο Το 4 είναι µη κενό αφού 1, διότι 1’ «2. Άρα το 4, αν δεχθούμε ότι 
ικανοποιεί κάποιο αξίωμα της πληρότητας του ὅ . θα έχει 5ΙρΓΕΠΙΙΠΙ στο 
ὅ . δηλ. ειρ4- αςδὸ καιχζσα. νχεά. 

ο Αν αεβ-να «2Ξα΄ -2«0-23ε50:(ες2) 
α. -24εΞθ5α.-2-ε Ξαξνφλ-εςνὂ. Όμως ανάµεσα στον 
γ2-.ε και ὴ2 υπάρχει πάντα ρητός, ρ (λόγω πυκνότητας του ὅ ). Δηλαδή 
α«ρζα” «ρ) «2 άτοπο. 

ο Αναάά-σα” 22. Οπότε: 

(0 Αν α΄ -2-α-ν2 άτοπο αφού α εδ. 

(0 Αν α. 52-53ε50:α” Ξ-2Φ6εζλα»φ2{ε»ν2. Ανάµεσα στους 
πα υπάρχει ρητός έστω ρ' καιαΣρ α΄ 5ρ'; 52 άτοπο, 
διότι το ϱρ’ είναι μικρότερο άνω φράγμα απότο 5αρ4 καιρο. 

Δηλαδή τελικά και για τις τρεις περιπτώσεις καταλήξαµε σε άτοπο. αφού 


δεχθήκαµε ότι 5ἡρ4 εὃ .Επομένῶς εαρά ᾳδ. 





2. Είναι γνωστό, ότι η πεπερασμένη τομή (αντ. ένωση) ανοικτών 
συνόλων. (αντ. κλειστών συνόλων) είναι ανοικτό σύνολο (αντ. κλειστό). 
Να αποδειχθεί, ότι όταν έχουµε άπειρο πλήθος συνόλων. το συμπέρασμα 


δεν ισχύει αναγκαστικά. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Πράγματι, έχουµε τα παρακάτω παραδείγματα: 
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-- - Ξ-0ι (Κλειστό) 
Ἡ 





Ἔ---,Π |Ξ(0.οο) (ούτε ανοικτό ούτε κλειστό) 











.π]Ξ(ΟΙ1) (ούτε ανοικτό. ούτε κλειστό) 


1 1 
- - Ξ(--].1) (ανοικτό) 
Ἡ Ἡ 
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1ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 


Ακολουθία 
ΕΝ -»Β 
ΠΠ) Ξ αμ, ΥΠΕΝ 


η ως. 


Φραγμένη ακολουθία Μη φραγµένη ακολουθία 
3Κ»0 τέτοιο ώστε ΨΜΣΟ υπάρχει πιεΝ 


ἰαμίςΚ, σπεΝ τέτοιο ώστε Ιαμ/ΣΜ 


Συγκχλίνουσα Μη συγχλίνουσα Αποιχλίνουσα 
ακολουθία αχολουθία ακολουθία στο ο» (ή --) 
σε», Ξημ Π(ε)ΕΝ Η ακολουθία ΥΝΜ»0, Ἅπρτ Πρ(Μ)ΕΝ 
τέτοιος ώστε Ψηρπρ: Ίαμ-αἰκε. έχει τουλάχιστον δύο τέτοιος ώστε α»Μ 
Η ακολουθία έχειέναν |. οριακούς αριθμούς στο Ἡ. (ή ας-Μ) Ὑησπρ- 
µόνο οριακό αριθµό ας | 





Ταξινόμηση των ακολουθιών ανάλογα µετο φραγµένον και την σύγκλιση. 


1.1 ΟΡΙΣΜΟΣ ΣΥΓΚΛΙΝΟΥΣΑΣ ΑΚΟΛΟΥΘΙΑΣ - ΣΥΓΚΛΙΣΗΣΤΟ αΕΛ. 
ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΣΤΟ {ου ΚΑΙ -οο- ΑΠΟΚΛΙΝΟΥΣΕΣ ΑΚΟΛΟΥΟΙΕΣ. 


Παραθέτουµε συνήθεις δηλώσεις-παρανοήσεις για τον ορισμό της συγκλίνουσας 
ακολουθίας. Όλες οφείλονται σε λανθασμένο νοητικό πρότυπο. Όλες αίρονται µε 


αντιπαραδείγµατα: 








1. «Όταν µια ακολουθία συγκλίνει σε ένα πραγµατικό αριθµό α. τότε όλοι οι 


όροι της πλησιάζουν οσοδήποτε κοντά στο α. χωρίς ποτέ να το ξεπερνούν» 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
ου 


Θεωρούμε την ακολουθία αν, Ξ-2- » της οποίας οι όροι άρτιας τάξης 


πλησιάζουν το 3 από δεξιά και οι όροι περιττής τάξης πλησιάζουν το 3 απὀ αριστερά. 


Ἡ εικόνα τῶν όρων της ακολουθίας παριστάνεται στο παρακάτω σχήμα: 


04 








2 οὐ ο ο οἱ ως 9 


αι 1 ας ας αι αρ 





Επίσης, όντωςη α, -»3, διότι ν ε} 0, Άν Ξνι(ε):]α, -Άκε νν νι. 


Όντως, ισχύει ότι: 





ο ο αμ. 
ν 
ο. «εδ ιςε 
ν ν 











ο του 
γ 
- (1) 


ὦ 


1 
Οπότε, λόγω της (1) για κάθε ε2ο, αρκεί να επιλέγουμε νῃ Ξ νρ(ε)Ξ Γ ἕ1. 
ε 


1 1 
Τότε, για κάθε νᾶνιςξ Γ Ἑονγ)-«».. 3 α, -Άκε. 
6 ε 








2. «Σε µια συγκλίνουσα ακολουθία. οι όροι της πλησιάζουν το όριο, οσοδήποτε 


κοντά. χωρίς ποτέ να φθάνουν σε αυτό». Είναι ορθός ο παραπάνω ισχυρισμός; 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
Αν θεωρήσουμε την 


ια 


ῄ 990..9 αν νς200] ακολουθία: 
ο 
α  - ν- ψηφία του 9 


2 αν ν)200 


τότε οι όροι της προφανώς πλησιάζουν το 2 µέχρι να τον όρο α.ῃ Και έπειτα, όλοι οι 


υπόλοιποι (και άπειροι στο πλήθος) όροι της ισούνται µε 2. 


05 





Ἡ ακολουθία αυτή, συγκλίνει στο 2, αρκεί για κάθε ε2ο, να θεωρώ 


πρ(ε)Ξ:200, οπότε νν 2200 Ία,-2:5/2--2-0:ε. 





3. «Αν µια ακολουθία έχει µόνο ακέραιους όρους, τότε δεν είναι δυνατό να 
συγκλίνει). 
Να εξετασθεί η αλήθεια της παραπάνω πρότασης. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 








Είναι ψευδής, διότι υπάρχειτο αντιπαράδειγµατηςα͵ Ξ5,.νῃ εὃ. 

Προφανώςη α, -»5 και α, εὸ νη εὃ. 

Γενικότερα, για να συγκλίνει µια ακολουθία µε ακεραίους όρους, έστω στον αεὂ, 
θα πρέπει οσοδήποτε µικρή περιοχή του α. να περιέχει άπειρους όρους της 


ακολουθίας, ενώ έξω απὀ την περιοχή να είναι πεπερασμένοι όροι της ακολουθίας. 


ς 1 , 1 1 : : 
Ἔτσι, για ε- ο) 0 θα πρέπει στο |α ασ. α-- τη να περιέχονται άπειροι 


ακέραιοι όροι και εκτός του διαστήματος πεπερασμένοι. 
Όμως σε ένα διάστηµα πλάτους 0.2 µόνο ένας ακέραιος µπορεί να υπάρχει και 


για να συγκλίνει η α,, αυτός υποχρεωτικά πρέπει να είναι ο α. το όριο της α,, (διότι 


ῥ-αἱ 





αν ήταν κάποιος άλλους ακέραιος ῥ-0θ., τότε για εξ ». στο διάστηµα 


ο.» 
2 








β αι] δεν έχω κανένα όρο της ακολουθίας, άρα δεν συγκλίνει, 


ἀτοπο). 
Άρα: «Για να συγκλίνει µια ακολουθία ακεραίων όρων, θα πρέπει αυτή να 


είναι τελικά σταθερή (και τελικά ίση µε ακέραιο)». 





Πιο εύκολα μπορούμε να φθάσουμε στο ίδιο συμπέρασμα ος εξής: 





Αφού η απ συγκλίνει, θα είναι βασική (ακολουθία (αγ) δηλ. για 
ε -Σ ἈπιεΝα-α, κ 5 Υπ,Π2Σ πι Έτσι, ισοδυνάµως θα έχω: 


1 





1 
«α-α,ς« . ΥΠ,ΠΙΣΠι Αλλά όµως α, --ᾱ, Εε7, και επομένως 


π 1 


α, -ᾱ,Ξξθν πι,πΣπημδηλ.α, πα, Ν πι,Π 2 Πρδηλ. αι τελικά σταθερή. 





4. «Εάν σε κάθε περιοχή του α. οσοδήποτε µικρή. υπάρχουν άπειροι όροι της 
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ακολουθίας αι. τύτεα, -»λαλ. 
Είναι ορθός ο παραπάνω ισχυρισμός; Αν ναι. να αποδειχθεί 
Αν όχι, να δοθεί κατάλληλο αντιπαράδειγµα. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 











Όχι, διότι, π.χ. για την ακολουθία α, -(- Ός σε κάθε περιοχή του | υπάρχουν 


άπειροι όροιτης ακολουθίας α͵. 


Πράγματι, ισχύει: νε20, 





ων -Ἱ-(--ἠ-θ«ε. 


Δηλαδή, όλοι οἱ όροι άρτιας τάξεως της ακολουθίας ισούται µε | και έτσι, 
«οσοδήποτε κοντά στο | υπάρχουν όλοι οι όροι άρτιας τάξης, που είναι άπειροι στο 
πλήθος». 


Όμως, η α, δεν είναι συγκλίνουσα όπως θα αποδείξουµε παρακάτω: 
Εάν υποθέσουμε ότι Παεθ-τα,-λ»α, τότε ε»Σ0θ, άρα και για εΞξ--, υπάρχει 
2 


πρ - πρ[ε)εδ:ῃ 21 Ξ[-ν' -ακ--. 


Οὐύτκς ὢ 


Οσήτακς 3 


Τότε θα έχω: 





Ισχύει: 


(- )ο - (- ) 





- (ο -α-[-ι)ν κα 





«η --α]-ς ν)ὴ εἰ ευ" 4 κσκλ-ι 
Τελικά, έχω 


ο] (). 


0. σου” 





Όμως, 
ον. ου σου" σι ευ" 


Οι (3) και (4) όµως αντιφάσκουν, όπερ άτοπο. 











Ἔλτι2-2. (4) 


Επομένως ,Άαεθῦ-α, -υα. 
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1 
5. Η ακολουθία α, -ε--- αποτελεί παράδειγµα ακολουθίας της οποίας όλοι οι 
γ 


όροι είναι άρρητοι και συγκλίνει σε άρρητο. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 











1 ς 1 
Πράγματι, ο αριθµός ο---- είναι άρρητος Ψνεοθ, διότι εάν ο---Ξ ρ (ρητός). τότε 
ν ν 


εΞρ---- και το δεύτερο µέλος είναι ρητός ὡς διαφορά ρητών, ενώ το πρώτο είναι 
, 


άρρητος, πράγµα άτοπο. 


. 1 | ο 1 
᾿ Ππ| ο --- [5 ΠπιαΓ- Ἱπ---ο-θςο 
Ἐπίσης, ν--»γοο ν νο. ν-ογν ι 





6. Η πρύταση : «Κάθε ακολουθία ρητών συγκλίνει σε ρητό» είναι ψευδής. Η 
ακολουθία α,͵. τῆς οποίος ο ν-οστός όρος είναι ο αριθµός που σχηματίζεται από 
τα ν πρώτα ψηφία του δεκαδικού αναπτύγµατος του αριθμούς π. αποτελεί 
αντιπαράδειγµα ακολουθίας- ρητών που συγκλίνει στον άρρητοπ 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 











Πράγματι, αν θεωρήσω ὣς Κν την ακολουθία των δεκαδικών ψηφίων του αριθμού π 


(κι», κ] κὰ- 4, καξΙ ...) τότε,αι Ξ2, α.Ξ5.], α.Ξ2.14..... αν Ξκι,Κ.,..Κν. 


Έτσι 
ν μηδενικά ν--μηδενικά 
σι ου” 
α,--π|--β.Ι4159..κ, --π]-- --0,000000.,Ι. κ... Ξ 0,000...0 κι... «0,0000...099909... 








ν--ἶ μηδενικά 


ον 
0 ο0ρο. 1000..-ιο-  - ἶ «1 Ι 


1ο... (19) 1 ον-1) 9ν-8 





Δηλαδή τελικώς, 











α,-πι« : 1 
να ον --δ ώ 
Αν ε»0, έχω τις ισοδυναμίες: 
εες» 9, 
0ν--δ ο 
1 
0Ον-δΣλ- «» 
ε 


95 


ε 
1 ὃ 

γὸ--- Ἔ--. 3 
ϱε 9ο (6) 


1 
ϱε 





Οπότε, νε20, αρκεί να επιλέγω ν- νρ(ε) | . : Ἔ], απὀ όπου λόγω των (3). 


(2) και (1) έχω 





α,-π]« ννΣνι(ε). 


Δηλαδή, α, ὃπ. 





7. ἸΚάθε πραγματικός αριθµός, (ρητός είτε άρρητος), µπορεί να είναι όριο 


ακολουθίας ρητών. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


να ] 


Αν α πραγματικός, θεωρώ την ακολουθία αι  ----, τῆς οποίας όλοι οι όροι είναι 


ως 


ρητοί. 
Ισχυρίζομαι ότι α, -χα. 
Πράγματι: 
να-]« [να]-. να 5» 


να-] . [να] να 





γ γ γ 


1 

απ κανα» 
ν 
1 

ο ο. 
ν 


πι [τοις Ππι α, ς Επι α-» 


γ--»νοο γ ν----οο ν--»-οο 


ακΗπια, Κα Επι αι -α 
ν-»οο 


[νπ 
Σχόλιο: Για α-π. έχω αν ση -ὃ»π που είναι αντιπαράδειγµα ακολουθίας 
ρητών που συγκλίνει στο π. Ἐδώ το παράδειγµα είναι απλούστατο σε σχέση µε την 
προηγούµενη κατασκευή του παραδείγµατος. ἩΗ ευκολία όµως αυτή οφείλεται στην 
ιδιότητα της ανάρτησης «ακέραιο µέρος», η οποία υποκρύπτει µια εξ᾽ ίσου 


πολύπλοκη «κατασκευή», στην ίδια τῆς την επινόηση καθ’ αυτή. 
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8. Η πρόταση: «Εάν α, -»α τότε Ἰα,]-»|4» είναι αληθής. 

1. Να εξετάσετε εάν ισχύει η αντίστροφη πρόταση. Εάν ισχύει να την αποδείξετε, 
αν όχι να γράψετε κατάλληλο αντιπαράδειγµα. 

2. Ὑπό ποίες πρόσθετες συνθήκες, η αρχική πρόταση θα μπορούσε να είναι 


ισοδυναμία; 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


4.ἳ’ 


Ξ1-»1. ενώ 











1) Δεν ισχύει αντίστροφη πρόταση, διότιαν α, (- ϱ)” »τότε |α, 
η α, δεν συγκλίνει. (βλέπε 1.1.4) 


2)Επειδή ία »Σα--α, -» α) (α - 0) και επειδή το όριο όταν υπάρχει είναι 





η 

μοναδικό, η αρχική πρόταση θα ισχύει ὠςισοδυναµίααν α, -Σακαι -α, -»α. 

Αλλά αφού -ᾱ,-λ-α λόγω μοναδικότητας του ορίου , θα πρέπει -α-α., 
ισότητα ποὺ ισχύει µόνο εάν α-θ. 


-0). 








Δηλαδή, τελικά έχουµε ία, δθ«νια, 








9. Εάν µία ακολουθία έχει µόνο θετικούς όρους και είναι γνησίως αύξουσα. τότε 


τείνει στο Ἴ-οο; 





Όχι απαραιτήτως. 


1 
Για παράδειγµα, για την ακολουθία α, -2-- ος ισχύει: 





.. 
1 
1 ον αν ον ; πο 
ο σπα, η ε9, διότι εάν επιλύσουµε το σύστημα πεὶ , βρίσκοµε 
Ἡ πεὸ 
ὠς λύσεις κάθε π εὸ. 
1 1 1 1 ; 
ο αμι2α,«ς2 53 «5 « ΦΗΓ22η8ἱ«ς222]ἱαληθής 
π--2 ΠΕ] 1-2 τι] 


και ισοδυνάµως ισχύει και η αρχική. Δηλαδή, η α, είναι γνησίως αὐξουσα. 


5 πα, ὕμι (δια | αὸ- πα οι αήκο, 


ν--γοο ν--σοο η-εἰΙ νο νο μ-ΕΙ 
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10. Για µια ακολονθία µη αρνητικών όρων α, ισχύει ότι «Για κάθε Μ20Ο., 
(οσοδήποτε µεγάλο) άπειροι στο πλήθος όροι της είναι μεγαλύτεροι από το Μ». 


Τότε η ακολουθία αυτή τείνει στο -οο; 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ:Όχι απαραιτήτως. 


η, αν Π άρτιος 
αι ο / 
0, αν Π περιττός 


Για παράδειγµα η ακολουθία: 


Οι όροι άρτιας τάξεως είναι άπειροι,ενώ νΜ20 ΞπιεὸγδπιΣ Μ. ενώ υπάρχουν 
άπειροι άρτιοι μεγαλύτεροι του η. 


Ἡ ακολουθία α, -ῥ Ίοο, διότι αν α, -»Ἴοο, τότε ΥΜ 320, άρα και για ΜΞΙΟ, 
3 π)ΞηρΊθ)α, 510 δη Σπῃ. 

Αν πι ἄρτιος, τότε πι ΕΙ περιττός και αι ιιΞθ2 Ι0άτοπο. 

Αν πῃ περιττός, τότε α͵͵ Ξ 0210 ἁτοπο. 


Ἐπομένως, α, -Ὁ Του. 








Ἡ. Εάν µία ακολουθία δεν είναι άνω φραγµένη ενώ είναι κάτω φραγµένη 


συγκλίνει (κατ) εκδοχήν) στο Ίου; 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
Το προηγούμενο αντιπαράδειγµα εκπληροί τις προὐποθέσεις. Είναι ακολουθία κάτω 


φραγµένη, δεν έχει άνω φράγμα και δεν συγκλίνει στο -οο. 








12 . «Εάν µία ακολουθία δεν είναι ούτε άνω ούτε κάτω φραγµένη. τότε συγκλίνει 


ή στο {οοή στο -οο». Ισχύει 9 ισχυρισμός αυτός; 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


η, αν Π άρτιος 


Όχι απαραιτήτως. Για αντιπαράδειµαη α,͵Ξξ | | δεν είναι ούτε 


Ξ-Π, αν Π περιττός 
άνω, ούτε κάτω φραγµένη, ενώ δεν συγκλίνει ούτε στο -οο, ούτε στο -οο. 

Πράγματι: 

Αν αᾱ,-το, τόε ΝΥΜ20,. ρα και για ΜΞΙ0 θα υπήρχε 
η πρθ):α, Σ10ΥνήΞπι. 


Τότε, ο αν Μ,περιττός θα ισχύει α,, Ξ-πι 2 10 άτοπο, 
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9 αν Πράρτιος, πῃ Ἑ 1 περιττός και α͵ιι Ξ πρ Ἔ 1) Σ10 άτοπο. 
Άρα α, -οο. 
Αν αᾱ,͵-ω-ο, τόε ΝνΝΜ20 ἁἀρα και για ΜΞΙ0 θα υπάρχει 
πΞπρθ)α, «--ἴ0 ση Σπ 
Τότε, 9 αν Πεάρτιος α,, Ξπι «-Ιθάτοπο, 
9 αν Ποπεριττός, Πο ΕΙ άρτιος και αν ι (αι κἲ)« --10 άτοπο. 


Δηλαδή, τελικώς η α, δεν είναι ούτε στο οσο, ούτε στο -οο 


1.2 ΦΡΑΓΜΕΝΕΣ ΑΚΟΛΟΥΟΙΕΣ ΠΡΑΞΕΙΣ ΜΕΤΑΞΥ 
ΑΚΟΛΟΥΘΟΙΟΝ ΚΑΙ ΣΥΓΚΛΙΣΗ 





1. Είναι γνωστό ότι ισχύει η πρόταση: «Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι 


φραγμένη». Ισχύει το αντίστροφο αυτής της πρότασης; 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Πρέπει να αποφανθούµε στο εάν ισχύει ή όχι ότι «Κάθε φραγµένη 


είναι συγκλίνουσα» 
” / / ν ΄ Π / / / 
Δεν ισχύει αυτό, διότι υπάρχει ακολουθία,η α, Ξ (- 1) » η οποία είναι φραγµένη διότι 


-2«α,«2 νπεὸ καιη οποία δεν είναι συγκλίνουσα, όπως δείξαµε στην Β.Ι.Ι.4 








2. Είναι γνωστό ότιαν α͵, »α.β,-»β τότε α,͵-β,-λα-ῤ. λα, --» λα, 


6η 


σος : (6 -ϱ) αι, -»αβ. Ἰσχύουν τα αντίστροφα των επί μέρους 


ϐ, Α 


προτάσεων; 





β 


1Ανᾷ, -»β καιβ-θ,τὸεΞβπεΝ:ῇ-0 νησι Πράγματι γα οτί , απὀ 


τον ορισμὀ της σύγκλισηςτης ϱ, ,ἐχωότι 3πΕεΝ:β-βΚκε- Ἱ νπὸΣπ(1) 


ιο ΙΑ 


Τότε όμως, | ϐ, ΠΑ,ΞΡΡΡΙΡΙ-ΙΑΙ-ΡΙΡΙΡΙ- 1-20, νη2πο- 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι. Η απόδειξη µπορεί να γίνει µε το ίδιο αντιπαράδειγµα για όλες. 
Πράγματι, αν α, Ξ[-ἵ)”, Α, --(-τ)"'', τότε: 
ο α,-β,τί[-τ' τε -(ὐ ας (-ἲ))--(-  0--0-0, ενώ οι ας, 


ϱ, δεν είναι συγκλίνουσες. 
ο α,β”) (0 -Ι----Ι,ενώοια,, β, δεν συγκλίνουν. 


α- ο. τος 


ο Ξε Ξ---Ξ-Ι-»-1.ενώοια,. {δεν είναι συγκλίνουσες. 


β, - ο ή 


ο θ.:α,Ξθ-»0.ενώη α, δεν συγκλίνει. 





Αν Λ50, ισχύει και το αντίστροφο, διότι αν Λα, -»Λα. τότε Ψε20, άρα και για 
ε - λε »0 3η ηρ[ε’),]λα, --λα «ε -]λ]α, -α] ο. ήιε τν α, -αι «ε, δηλαδή. 
Λ30 


α,-λ»α 








3. Γνωρίζουμε ότι ισχύουν οι δύο ιδιότητες σύγκλισης των ακολουθιών: 

Άνα, αεθκαι β, οὉβεὂ.τότε 

() ᾱ,.β,αἲβ 

4λα,'β,-λα.β 

Ἐύκολα, µε µαθηµατική επαγωγή. µπορεί να αποδειχθεί ότι και οι δύο 
ιδιότητες, ισχύουν για οσοδήποτε πεπερασμένο πλήθος ακολουθιών. 


ο Να εξετασθεί αν μπορούν οι ιδιότητες αυτές να επεκταθούν για άπειρο 


πλήθος ακολουθιών. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


() Θεωρώ την σταθερή ακολουθία α, Ξ]-»ὶ 





Επίσης, ισχύει ότι: α,͵ Γη: . Ξ . ο. --.. (0. 
π πι Ἡῃ η 


Τότε, αν ίσχυε η ιδιότητα της πρόσθεσης των ορίων απείρου πλήθους 


ακολουθιών, από την (1) θα είχα: 
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Ππι α, Ξ Πτι εκκωνα) (15. 
[ ι 


ἠ--ὸ-.οο π-οσν 





Ππι α, Ξ- Ππι ο. πι ἂν ος πι ο 





Π-»Γοο Π-ὸ ου 7] Π--»Γοο ή) Π-ὸοο 7] 
Ππι α.Ξ0 00... 0» 

Πορ 

Ππι α͵ Ξ0 άτοπο, αφού πι α, Ξ]. 
-2.Γ90 π--»οο 


Παρατηρητέο, ότι η (2) φαίνεται να έχει πεπερασμένο πλήθος ακολουθιών, 


καθώς εφαρµόσαμµε το Ίπιες και στα δύο µέλη της (1). Όμως, Π---κο και θα 
1 

έπρεπε µετά τον τελευταίο προσθετέο -- να γράψουμε -..., για να δείξουµε το 
Ἰ 


απειροάθροισµα. 


Σε Κάθε περίπτωση, όµως, έχουµε άτοπο. 


. ον : . 
(19Για την ακολουθία α, Ξ [ .. 1) γνωρίζουμε ότι συγκλίνει στον ο. 
η 


να) τινά ως) ] 4) ο 

[ ι ι ι 

ο. ο. ο ο 
ι Π ι Π 


εξ]. ]-.. 1 5» 


Όμως, 


ΕΞ] ἀάτοπο, αφού 2«6ε«8 ἠ ο.-2.7]8.... 
Παρατηρητέο και εδώ, ότι όταν παίρνουμε όριο και των δύο µελών της (1) 
φαίνεται να έχω πεπερασµένους όρους στο β᾽ µέλος, όμως η - Του, 


Σε Κάθε περίπτωση, όµως, αυτό δεν επιτρέπεται, αφού έχουµε άτοπο! 





ᾱ, 





4.«Ανα,-»αςεθ και β,-»0., τότεη ακολουθία δεν συγκλίνευ). 


1) Είναι αληθής ο παραπάνω ισχυρισμός; Αν ναι, να αποδειχθεί. Αν όχι, να 
δοθεί κατάλληλο αντιπαράδειγµα. 
2) Ὑπό ποίες επιπρύσθετες συνθήκες είναι αληθής ο αρχικός ισχυρισμός: 


Να γίνει διερεύνηση των περιπτώσεων. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
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1) 


2) 


Έστω, ότι η 


Δεν είναι αληθής ο ισχυρισμός. Ως αντιπαράδειγµα θεωρώ τις ακολουθίες 


πε ο Εοα πο για τις οποίες έχω τὸ κ ον 
γ , 





π ο 


Ἡ απαιτούμενη επιπρόσθετη συνθήκη, για να είναι αληθής ο ισχυρισμός είναι 


α--0 και επίσης η β, να είναι μηδενική µεν, αλλά µε όρους τελικά διάφορους 


του μηδενός, διότι αλλιώς δεν έχει νόηµα να ομιλούμε για ακολουθία τα 


π 


Συνήθως, όµως, αυτό το τελευταίο συμφωνούμε να εννοείται, διότι όταν στην 


Π 





αρχική διατύπωση λέμε «η ακολουθία » υποθέτουμε (σιωπηρώς) ότι ορίζεται, 


η 
άρα τελικά οι όροι της {3 δεχόμαστε ότι είναι διάφοροι του μηδενός, απὀ τη 
διατύπώωση. Εδώ το σχολιάζουµε για λόγους μαθηματικής αυστηρότητας και 
καλό είναι να το έχουµε υπ᾿ όψιν και να το εννοούμε συνειδητά. 

Κάνουμε την απόδειξη µε την εις άτοπον απαγωγή. 


ᾱ, 





είναι συγκλίνουσα. Τότε θα είναι και φραγµένη και θα υπάρχει 


π 


ση 


φΣθ:- «ο Νπεὸ. (1) 








[η 
Επίσης, α, -»α. Αυτό σηµαίνει, ότι σε κατάλληλη περιοχή του α, η αν; διατηρεί 
τελικά το πρόσηµοτουα. 


Πράγματι, αν α 20 τὀτεεπειδή α, -»α, ισχύει ότι νε20., άρα και για 


ος ῇ 3η -- πιίε): α . νη2ή 
2 1 ᾽ π 2 ον] 























, .. « ος αἱ Ἂ 
ή αι α]κ]α, αἰ« 2 νηΣπι 
ἳ ω τ - 
μια, 9 | 
α] ἡα] 
η ο αι τος νη Σι (2) 


Έχω ακόµη ότι ϱϐ, -»0. Επομένως, νε»Σθ Πητη, (ε): 


(θε νηΣη. (3) 
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Από (3) έχω |-- 5 - Ψπ Σπ. (ή, ο δείκτης πέραν του οποίου έχω τελικά β/0) 
ή [από (0)] 
α,- ση 2, ιν ζω) ον ασ) 
ἲ Β (4) 








Συγκρίνοντας τις (1) και (4) παρατηρώ, ότι η (1) ισχύει για σταθερό φ20, ενώ η 


α] 


(4) για μεταβλητό εΣο. Συνεπώς, αν εκλέξω ὡς εΞ ο, η (4) δίνει 
φ 


σα 
Π ι 5 
πας (5) 








Οι (1). (5) συνιστούν άτοπο. 
Ειδικότερα τώρα, μπορούν να αποδειχθούν τα παρακάτωο: 


Αν α, -»0 και ῥ, -»0 δεν μπορούμε να αποφανθούµε για την σύγκλιση της 





π 


-α-λα νΝαςεὂὸ 





και 


ω 
ι- 
ο 
| 
ο 
το 
| 
ο 
| 
ας 








1 

βα,---- 
να η . 

γ)α ας Μο) β,/Ξ---»0 και ----- γη -Ὁ- --οο 
γη η ; 











6) α, Ξ α 0, δι -- |. και . Ξ -(--1)" δεν συγκλίνει. 


ο Ανα, -»α20 και β, -»0.τότε 


α) Ανη βι 





[ι 
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β) Αν η ϐ, διατηρεί τελικά αρνητικό πρόσημο, νο ο, 


γ) Αν η ὂη εναλλάσσει το πρόσηµό της (η άρνηση των (1.2) µε την επιφύλαξη 


ια 





των τελικά μηδενικών όρων), η δεν συγκλίνει. 


π 





ο Άνα, -»α-ςθ και ῥβ, -»0.,τότε 
α) Αν η ῥ, διατηρεί τελικά θετικό πρόσημο, ---'--Ὁὃ--οο. 
β) Αν η ἤ, διατηρεί τελικά αρνητικό πρόσημο, ---'---»-οο. 





π 


Π 





γ) Αν η ὄῃ εναλλάσσει πρόσημο, δεν συγκλίνει. 


ι 





5. Αν α, -»-οο και ϱ, ο μπορούμε να αποφανθούµε για την σύγκλιση της 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι, διότι έχουµε τα εξής τρία παραδείγματα: 
ο ο,Ξ-α-Π-λ»Ἴο αλΣθ 


α 
β/Ξη-»οο .και---Ξα-λα Να2»0 


η 


ο αι Π΄ -»3ο0 

αι Ἡ 
β, Ξη -» οσο -και----------δ--σο 
ο α,Ξῃ--οο 


α 1 
β, -π -- ο .και-------»0 


η η 


Ἐπομένως, το µόνο το οποίο μπορούμε να εικάσουμε µε βάση τα προηγούμενα 
παραδείγματα είναι, ότι: «εάν συγκλίνει, θα έχει µη αρνητικό όριο». Αυτό βεβαίως 


προκύπτει και εξ᾽ αρχής µε την παρατήρηση, ότι αφού α, -»-οο και ϱ, -»-οο 
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π 





έχουν και οι δύο τελικά θετικούς όρους, επομένως και το πηλίκο θα έχει τελικά 


π 


θετικούς όρους. 





6.Ανα, -» του και ϱ, -»-οο μπορούμε να αποφανθούµε για τη σύγκλιση ή όχι 


της ακολονθίαςα͵ «β, 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Γενικώςη α,͵ Γβ, µπορεί να συγκλίνει ή και να αποκλίνει όπως 
φαίνεται απὀ τα παρακάτω: 

) α.Ξῃπ-οο,βΞξα-η-)-οο,καια, Εβξα-λα ναεὂ 

2) α η ΥΠ-ὸήοο,β-ῃπ-λ-οο, καια,-τβ,ςπ -»οο 


π 


3) αι Ξ-ῃΠ-ὸ3ο,β,ς-ῃπ ΕΠ-λ-οο,καια,-τβ,τ- -»-οο 





4) α.Ξῃπ-ὸ-οο, β, Ξ πεί ϱ)” »-οο,καια, Γβ, Ξ (- ην δεν συγκλίνει. 


Δηλαδή δεν μπορούμε να αποφανθούµε για την α, ««β, κατ’ ουδένα τρόπο, αφού τα 


παραδείγµατα καλύπτουν όλες τις δυνατές περιπτώσεις σύγκλισης ή απόκλισης. 








7. Ανα, -»0 και β,-»-οο ή -οο τύτε μπορούμε να αποφανθούµε για τη 


σύγκλιση ή όχιτης ακολουθίας α,͵:β, 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι, όπως φαίνεται από τα παρακάτω παραδείγματα 


ας 














ἄα 
9) α---»λθ, βΞη-»-ο, και α .β-α-αναε 
η 





ἀ 
2) α---»θ, β,-η΄ -»ο, καια͵:β,-α-Ππ-»λμοψαςεχξ 
η 























3) α.Ξ--»0, β- -π' ---ο, και α,β ξα"-π)-.-οο σαε κ, 
ή 














Π 


4) α (νο, β,Ξπ-» ο, και α,.β,Ξ[-1) -α αποκλίνειν αεξ 
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δ. Εάν α,͵ ΞΙκαι β, -»-οο, μπορούμε να αποφανθούµε για τη σύγκλιση της 


Αι. 


π ὃ 


α 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Γενικώς όχι, όπως φαίνεται από τα παρακάτω παραδείγματα: 
. 
ο Ανα, -2" -»Ι και β, -π-»οο, τότεα!" -2-2 
. 
ο Άνα,ς-2" -»1 και β, - π; --»-σο, τότε αἲ' --2" -ὺ οο 


(σι)! 


ο Αν α,-2" -»Ι και β, Ξ-π-»-οο, τότε αἲ' 201’ που δεν συγκλίνει, 


1 
διότι ταλαντεύεται και λαμβάνει εναλλάξ ττις τιµές 2 και ον 





ϱ.Αν θ«α,«βνπεὸ και η β, είνα συγκλίουσα, τότε και η α, 


συγκλίνει; Τι πρέπει να ισχύει επιπροσθέτως, ώστενα συγκλίνειη α͵; 











η μα. 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι απαραιτήτως, διότιεάν α͵ Ξ2- (- 1) και β,Ξ3---. τότε για 
η 


3 αν Λ άρτιος 


την α, έχω α η [κα η οποία δεν συγκλίνει. 
π 


1 αν ἡ περιττός 
Επίσης, προφανώς ισχύει: 


πι ν πεὸ. 
η 


Για να υπάρχει σύγκλιση, θα πρέπει ϱβ,-»θ. οπότε η δοθείσα σχέση 
θ-α,«β,-»θμε βάση το θεώρημα των ισοσυγκλινουσών ακολουθιών δίνει 
α,-»0. 
Σε κάθε άλλη περίπτωση, όπου ϱ-0., πάντα μπορώ να βρίσκω παράδειγµα µη 
συγκλίνουσας ακολουθίας 

θ-α,«β,ν πεὸ. (4) 


Εάν β, -α-θ.,τότε από την (1) έπεται ότια 0. 
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Επίσης, αν λ- ΓΑ η ε ὁ) τόεθ«λ«α (1-0. διότιαν 1-0, δεδομένου ότι 
β, 30. το λ.σ.σ. και τότε ϱ, -»0. πράγμα που αντιβαίνει στην υπόθεση ότι 
ῥ -ρ0). 

Έτσι, για την κατασκευή του αντιπαραδείγµατος αρκεί να θέσω π.χ. 


λ 
--, αν Π άρτιος 
α, Ξ ι . η α, προφανώς δεν συγκλίειθ«α,«β,Ν πεὸ. 


[η 


λ 
1) αν ή περιττός 





10. Δίνεται η πρόταση: «Αν για δύο συγκλίνουσες ακολουθίες α,.β,., ισχύει 
α,»β,Νν πΕΝ.,τύτεθα ισχύει και Ππια, Σ Ηπιβ,». 


Αν ισχύει να αποδειχθεί, αν όχι να δοθεί κατάλληλο αντιπαράδειγµα και να 
βρεθεί η επιπρόσθετη συνθήκη για να υπάρχει σύγκριση μεταξύ των οριακών 


τιµών. 











2 1 2. μ 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν α, --- και β,/Ξ--. Καιπροφανώςα,--Σ-Ξβνπεο, 
η Ἰ π  Ἡπ 


ενώ πια, Ξ Ππιῤ, Ξ0. 

Γενικά, ἐέχουµετα εξής: Αν ϐ »β τὀτε -ᾖ,-»-β. ενώ 
α.-β,τα,τ[-βι)]-»λαχί-β)]-α-βκαια,-β,Σ50ΝΥ πεὸ 

Γνωρίζουμε, ότι η διαφορά α-- ῷ δεν µπορεί να είναι αρνητική, διότι τότε, σε 
κατάλληλη περιοχή του α-- β. τελικά όλοι οἱ όροι της α, --β, θα ήταν αρνητικοί, 
άτοπο.Άραα- 020. 

Έτσι, γενικά έχουµε την σωστή πρόταση. 


«Ανα,-λαεὸ καιβ,-»βεὂκαια,Σβ, ν πεὸ,τόεαΣβ». 





1 1 
11. Να εξετασθεί η ισχύς της προτάσεως: «α, -»έ», τότε τος Σε 
α 


[ι 
περίπτωση που ισχύει να αποδειχθεί. Σε αντίθετη περίπτωση να δοθεί 
κατάλληλο αντιπαράδειγµα. 

Να τεθούν επίσης τυχόν επιπρόσθετοι περιορισμοί, ώστε να ισχύει πάντα το 


συμπέρασμα. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Γενικώς, δεν ισχύει το συμπέρασμα, διότι 


ο Ανα, ευ -»0, ενώ η .. «ξ - ϱ)” : αποκλίνει και μάλιστα δεν συγκλίνει 
Ἰ α 


π 


ούτε κατ’ εκδοχήν. 


1 | 1 
ο Ανα,---»θ,τότε η --Ξ-η-»-οο. 
η α 


π 
π 


1 
ο ο ον τόεη --Ἔ-η-λ-σο. 
η α, 
: Όιο οὗ 
ο Ανα,ξή-λοο,τύεη--Ξ---»0. 
α, ἩἹ 
: 1 1 
ο Ανα,--ηΠ-ὸ»-οοιτύεη-------»0. 
αι, -ἵ 
ος ὦ . Ἱὶ ος. 
ο Ανα,-»έεο(και/ί-θ), τότε η νο Αα κ) 
α 


Ἐπομένως, επαναδιατυπώνοντας την αρχική πρόταση, έχω: «Αν α, -»{εὂ --{6], 


-- Ἡι -ν 1 1 
τότε που φυσικά ---Ξ----Ξ0. 


αι Ἴσο --σο 


19.ΥΠΑΚΟΛΟΥΟΙΕΣ ΚΑΙ ΣΥΓΚΛΙΣΗ 





1. «Αν µία ακολουθία έχει συγκλίνουσες υπακολουθίες, είναι συγκλίνουσα;» 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι, απαραιτήτως. Ως αντιπαράδειγµα θεωρούμε την ακολουθία 
α, Ξ (- ϱ)” η οποία όπως δείξαµε στην Β.Ι.|.4, δεν συγκλίνει, ὁμῶς οι υπακολουθίες 
τῆς αγ (1) Ξ 1-1 


και α 211 (-1) μι {εἰ 





2. «Αν µία ακολουθία έχει κ το πλήθος (κεὸ) συγκλίνουσες υπακολουθίες, 


είναι συγκλίνουσα;» 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι, η ακολουθία: 
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ἳ αν νΞξκρ 
ν 
κ αν νυζκρ-] 
ας Ἶ 
2--, αν νγζκρ-2 
ν 


κ- 1). αν νξκρ-(κ-) 
1 


έχει κτο πλήθος συγκλίνουσες υπακολουθίες και μάλιστα σε διαφορετικούς οριακούς 


αριθμούς. 











α ιξίκ 
σσυνς κρτ(κ-τ) 


ενώ η α, η δεν συγκλίνει, όπως προφανώς, µπορεί να αποδειχθεί. 





3. «Εάν µία ακολουθία έχει άπειρες το πλήθος συγκλίνουσες υπακολουθίες, είναι 





συγκλίνουσα;» 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ορίζω την ακολουθία 





σι -- 


1 
ρΡ- αν ΠΞΡ,ῥς πρώτος 
Ρ 


0, αν 7 ρ',ρςξ πρώτος 


ο Η ακολουθία αυτή έχειτους εξής αρχικούς όρους: 


1 1 1 1 
αιζθ, αὐ ο μη α.ξθ--τ απο ον ἂς ων. αςΞξθ, α.ΞΤ----- 
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1 


αις Ξθ,ιαιςΞ2- -., 





Ἡ ακολουθία είναι µη «Φφραγµένη, αφού η ακολουθία των πρώτων 
Ρη(12,3,5,7, 11,19...) περιέχει απείρους όρους (πρόταση Ευκλείδη). 


Η ακολουθία είναι καλώς ορισμένη, διότι αν μ' -- 4” (1). µε ρ. πρώτους, τότε 


από (1): ϱ/4”. ρ/4 0). 
ς 


(4 πρώτο 
Επίσης, από (1) ᾳ/ρΡ' -Ὁ οα/ (8). 
(Ρ πρώτος) 


Από (1). (3) /Ξα και η (1) δίνει κΞλ. 

Στο ίδιο συμπέρασμα καταλήγουμε αν επικαλεσθούµε το θεώρημα από την 
θεωρία αριθμών, που λέει ότι κάθε φυσικός έχει μοναδική παράσταση σε 
γινόμενο πρώτων. 


Δηλαδή, ρ" -α'. 3 (ρ-σαικςλ). 


(Ρ.4 πρώτοι) 
Ὑπενθυμίζουμε ακόµη, ότι µε το «καλώς ορισμένη» αποδείξαµε, ότι η ορισθείσα 
απ είναι όντως ακολουθία, δηλαδή «για ένα πεὸ αντιστοιχίζεται ένας όρος α,» 
ή αλλιώς περισσότερο φορμαλιστικά αλλά και λειτουργικά 


(πι-π, 8Θὸα, -α,). 


ο Εχω άπειρες υπακολουθίεςτης µορφής αι. δρ. 


Προφανώς ἡ αι δεν είναι συγκλίνουσα, ὡς έχουσα άπειρους οριακούς αριθμούς και 


συγκεκριµένα, κάθε πρώτο αριθμό. 








4. «Εάν µία ακολουθία έχει άπειρες το πλήθος συγκλίνουσες υπακολουθίες και 


επί πλέον είναι και φραγµένη. είναι συγκλίνουσα» 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αυτή τη φορά ορίζουµε την ακολουθία ὡς εξής: 


1 
---. αν πΞξρ' ρ πρώτος 


αι] ρ" 
1. αν πρ" ρ πρώτος 
Όπως δείξαµε να προηγουμένως είναι καλώς ορισμένη. 


1 
ο Έχει άπειρες υπακολουθίες της µορφής αι δ--ε [ο1]νρ πρώτο 
.. 


ο Όλοιοι όροιτης βρίσκονται στο διάστηµα [ο] και άρα είναι φραγµένη. 
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ο Επί πλέον μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι Ππιδηρα, Ξ]1 (άπειροι όροι της 
ισούνται µε 1), Ηπιϊπία, -0. 


ο Προφανώς δεν είναι συγκλίνουσα , αφού αν ήταν, θα έπρεπε κάθε υπακολουθία 


της να συγκλίνει στον ίδιο αριθµό. 





5. Ὑπάρχει ένα και μοναδικό αντιπαράδειγµα που να ικανοποιεί ακριβώς τις 


ίδιες προὐποθέσεις τῶν τριών προηγουμένων παραταθέντων 





αντιπαραδειγµάτων;: 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ναι, κι αυτό είναι η ακολουθία α, Ξ- (- ϱ)” »η οποία. όπως µπορεί να 
παρατηρήσει κάποιος , είναι το σχεδόν «πασπαρτού» αντιπαράδειγµα τῶν 
ακολουθιών. 

Πράγματι: 

ο Λεν συγκλίνει(Β.Ι.Ι.4.). 

ο Είναι φραγµένη, διότι |α, (1) ΚΙ νπεΝ 

ο Έχεικτο πλήθος (κ ε ὁ) συγκλίνουσες υπακολουθίες: 


ο κο κο η κο ος ο 


Τα προηγούμενα περισσότερο πολύπλοκα παρατεθέντα αντιπαραδείγµατα είχαν και 
χαρακτηριστικά που δεν τέθηκαν στις εκφωνήσεις και τα οποία δεν εκπληροί η 
α, Ξ(-Ώ)”. 
Π.χ. Ἄ Τα ( Β.Ι.9.4) έχουν κ διαφορετικούς ή και άπειρους διαφορετικούς οριακούς 
αριθμούς, ενώ η α, έχει µόνο δύο διαφορετικούς οριακούς αριθμούς. 
Οι κ υπακολουθίες του ( Β.Ι.32.9) είναι όλες διαφορετικές μεταξύ τους 


(δηλαδή, ουδείς όρος της µίας είναι ίσος µε όρο άλλης). 





6. Δίδεται η παρακάτω πρόταση: «Αν α, και ῥ, συγκλίνουσες ακολουθίες, 
τότε (Ηπια, -- Ππι ι) «» (πι α, -βι Ξ-0)». 


1) Να αποδειχθεί 
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2) Να εξετασθεί εάν ισχύει η κατεύθυνση (Ξ2) και για ακολουθίες που τείνουν 


σε άπειρα όρια. Επίσης αν ισχύει η κατεύθυνση (ς-) για κάθε ακολουθία. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 1) (55) Αφού 


Ππια, -ἥπι β, - Ἡπηία, η) 5 ἥπα, πι ῥ, Ξ0 


Π-»οο 


-- Πτη [α, --β, | 0 


Π--»οο 


(5) Επι ια,-β, Ξθ» Ἡπι(α, -,)Ξ0. Ὑποθέτω ότι πι α,Ξκχ. Τότε 
πα σα, και πι ϱ, -- Ππη(β, τα, Γα,) 5 Ππι(β, αι) ΓΗπια, "θα τα 
Άρα Ππια-κἝ ἡβρΌπ 


Π-»οο 


2) (35) Αν | | | | 
(«-) Αν -- » τότε | | . »ενώ ούτεη ο ,, ούτε 


η «συγκλίνουν 





7. Είναι γνωστό ότι ισχύει η πρόταση: «Κάθε μονότονη και φραγµένη 
ακολουθία συγκλίνει). 
Να εξετασθεί αν ισχύει και η πρόταση: 


«Κάθε μονότονη και φραγµένη ακολουθία στοιχείων του « συγκλίνειστο ). 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Δεν ισχύει, διότι η ακολουθία που ορίζεται µε αναδροµικό τύπο 


είναι ακολουθία θετικών ρητών, γνησίως μονότονη, 


φραγµένη και συγκλίνει στον  ὅ. Πράγματι, 


ο Είναι ακολουθία θετικών όρων, διότι και αν υποθέσουμε ότι 


Επομένως, µε βάση της αρχής της Μαθηματικής Επαγωγής 


ο ()μοίως ρητόςκαιαν µῥρητός, τότε και -- --- ρητός, δηλαδή 
ρητός. 
Επομένως, πάλι από την Αρχή της Μαθηματικής Επαγωγής ὸ. 


ο Για το µονότονο εξετάζω την διαφορά -- -- ------. 


Παρατηρώ, ότι το πρόσημο της διαφοράς εξαρτάται απὀ το πρόσημο 
της διαφοράς (διότι ήδη δείξαµε ότι ). 
Έτσι: 

Δηλαδή, 

Δηλαδή, 

Δηλαδή η α«- είναι φθίνουσα. 


Ταυτοχρόνως δείξαµε, ότι είναι κάτω φραγµένη από το 2, άρα συγκλίνει σε 


κάποιον πραγµατικό αριθµό « και μάλιστα 
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Επειδή από την αναδρομική σχέση, µε τις επιτρεπτές 


{ ; μ / κ .. μ 
πράξεις των ορίῶν, έχω την εξίσωση: από όπου έχω α 


ΣΧΟΛΙΟ: Το παράδειγµα γενικεύεται, Ύγια και Γι] θέτουµε 


μα αυτής της ακολουθίας είναι µια ειδική περίπτῶωση προσέγγισης ρίζας της 


μεθόδου ΝενΊοι , που χρησιµοποιείται κυρίως απὀ προγράµµατα Η/Υ. 





δ. Η πρόταση (αιςΠγ στις ακολουθίες λέει ότι: «Αν Πότε και | 


[κ] απ 


Αποδεικνύεται ότι ισχύει και το αντίστροφο της προτάσεως υπό την πρόσθετη 
προὐπόθεση της µονοτονίας της Β. 
Μπορεί να αποδειχθεί η µη ισχύς αντιστρόφου της προτάσεως (α15γ µε 


κατάλληλο αντιπαράδειγµα; 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αρκεί να βρούμε µια µη συγκλίνουσα ακολουθία αᾳ και για την 


, όµως ως γνωστόν, που] Γ 1δεν συγκλίνει. 





9. Είναι γνωστό ότι αληθεύει η πρόταση : «Για κάθε φραγµένη ακολουθία 
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Από αυτή την πρόταση. ὡς πόρισμα. συνάγεται άµεσα ότι αν η ακολουθία 


όρων. µε 


Ισχύει το αντίστροφο αυτού του πορίσµατος; 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η 


; γ ; ; ΄ ΙΧ ΄ 
είναι αντιπαράδειγµα ακολουθίας για την οποία έχω κ] ενώ το 


δεν υπάρχει. 


Πράγματι: 


9 Αν 


9 Αν 


| 


Άρ 


ω 


Όμως για την 


/ 


έχω: 


ο Αν  ᾖτότεηυπακολουθία 


[κ] 
ο Αν ἡἹτότεηυπακολουθία 


| 


Δηλαδή, [Π] το 
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10. Να δειχθεί . ὁότι ακολουθία είναι 


αντιπαράδειγµα «φραγµένης ακολουθίας, η οποία δεν έχει καμία συγκλίνουσα 





υπακολονυθία. 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

Πράγματι, η α είναι µη φραγµένη, διότι αν | ] ένα άνω φράγμα της, τότε υπάρχει 
φυσικός ῃ: αυ και αν ή άρτιος τότε αυ άτοπο, ενώ αν Π περιττός Γ] 
άρτιος και κας άτοπο. Οµοίως η α δεν είναι κάτω φραγµένη. 

Άρα, η α δεν είναι άνω ούτε κάτω φραγµένη, άρα είναι µη φραγµένη. 

Επίσης, δεν έχει συγκλίνουσα υπακολουθία, διότι εάν υπήρχε µία τέτοια, τότε 
Ως συγκλίνουσα θα είναι και φραγµένη. άρα και απολύτως φραγµένη άρα πα 


- ω 


Αλλά για κάθε πραγµατικό, άρα και για τον φ. υπάρχει φυσικός Π μεγαλύτερός του. 


Δηλαδή αμα Επίσης υπάρχει σα διότι η κ είναι αύξουσα 


ακολουθία δεικτών και άρα µη άνω φραγµένη. Δηλαδή 





. ῶ 
Οπότε, αν α άρτιος ή περιττός.., θα έχω αᾳ ή πια δηλ. 
ας »που είναι άτοπο λόγω της (1) 
Επομένως, η |. εν έχει συγκλίνουσα υπακολουθία. 
11. Να δειχθεί ότι η ακολουθία --Ἰὸ είναι 


αντιπαράδειγµα «φραγμένης ακολουθίας τη οποία έχει συγκλίνουσα 


υπακολονυθία. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
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12. ! ὄ . ο 
































Βο1Ι78Π0- 


ἨΝΊθιςίγα5ς κ. Π α Γ 


α 























ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την ακολουθία ὧν 


ο Είναι ακολουθία ρητών, διότι προφανώς αι. . Γ..Μ. 


ο Είναι ακολουθία θετικών, διότι προφανώς σι μοὸ 


ο Είναι γνησίως αύξουσα, διότι 


» ἩΗ είναι φραγµένη. Πράγματι, αν θεωρήσουμε την ακολουθία 


| 


είναι και αυτή ακολουθία θετικών όρων και αν θεωρήσω τον 


μ. 
ω). 

- 
ο 
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Δηλαδή σα Γ.Μ. Δηλαδή η α είναι γνησίως φθίνουσα. 
Όμως, προφανώς σα Γ..Μ. 
ο [σσ δ 


Έτσι, η α είναι φραγµένη και γνησίως μονότονη. Επομένως έχει μοναδικό 


οριακό αριθµό στο[ |, δηλαδή συγκλίνει στο ὅ. 
Γνωρίζουμε ότι σα. και κάθε υπακολουθία της .θα συγκλίνει κι’ αυτή 
στο[ |. Δηλαδή όλες οι υπακολουθίες της α είναι ακολουθίες ρητών, και 


όλες συγκλίνουν στο[ 6. 


13. «Αν για µια ακολουθία η ισχύει 


συγκλίνει). Είναι αληθής η πρόταση: 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι. Ως αντιπαράδειγµα έχουµε την ακολουθία (αρμονική σειρά) 


Μος Ρ 


Όμως, η α δεν είναι συγκλίνουσα: 


Πράγματι, ισχύει: 


| 
Δηλαδή 
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Ἡ τελευταία σχέση όµως είναι άρνηση τῆς συνθήκης σύγκλισης κατά (αιυεἩΏγ για 


5] Επομένως η α δεν συγκλίνει. 








14. Δίνεται η πρόταση: «Αν για μια ακολουθία ισχύει 


τότε η ακολουθία α είναι συγκλίνουσα». Αν είναι αληθής να αποδειχθεί. αν όχι 


να δοθεί αντιπαράδειγµα 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρούμε και πάλι την αρμονική ακολουθία 


η οποία δεν συγκλίνει όπως είδαµε προηγουμένως. 


ὃς 3 


Όμως, 








15. .« Γ  δ] πο} 













































































ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


Για συγκεκριµένα παραδείγματα μηδενικών έχω: 


[κ] 
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| ---ι 


η οποία δεν είναι 


συγκλίνουσα, αφού η υπακολουθία της και η 
υπακολουθία τῆς (ανάλογα µε το πρόσημο του η 


Από το πρώτο παράδειγµα και απὀ τα υπόλοιπα τρία αντιπαραδείγµατα, 
παρατηρώ ότι υπάρχουν µηδενικές για τις οποίες ισχύει το συμπέρασμα και 
µηδενικές για τις οποίες δεν ισχύει. Σε κάθε περίπτωση πάντως, οι µηδενικές θα 


πρέπει να έχουν τελικά µη μηδενικούς όρους, ώστε να έχει νόηµα η ακολουθία 








16. Δίνεται η πρόταση 


1)Να αποδειχθεί 
2)Να εξετασθεί τι συμβαίνει αν με 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 1) Αφού τη, τότε ου άρα και για 53] υπάρχει 


͵ 





μα 
η] 
α α 





( 


α-ν 
- 


δι 


και από την (1) µε βάση το θεώρημα των 


π. Ρα 


ισοσυγκλινουσών ακολουθιών, έχω και σι 


ϱ Αν τότε ο] και 


ᾗς 


«Δηλαδή η ας δεν συγκλίνει. 


Επίσης --α τότε συ Γ-. σα και 


Γενικά όταν ο] και συ Γ-. δεν μπορούμε να αποφανθούµε για τη 
σύγκλιση τῆς α 
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17. Για τα άνω και κάτω όρια δύο ακολουθιών Γη και α είναι γνωστό ότι ισχύει 


γενικά η παρακάτω σχέση: 


....... 3} 


Να δοθεί παράδειγµα ακολουθιών για τις οποίες να ισχύει η παρακάτω σχέση 


μασ πασοκ αμα ὐπαμαα 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν 


τότε 





ο.  ἳ τα ο  ἰ 1 


Τότεη(]γνπα! 
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14.ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑΤΩΝ ΑΚΟΛΟΥΘΙΩΝ 


Α.ΜΗΔΕΝΙΚΕΣ ΑΚΟΛΟΥΟΘΟΙΕΣ: 


1. Μια µεγάλη οικογένεια είναι ακολουθίες της µορφής 5 | όπου : 
[ πολυώνυματουπμε ο πι ων. 


3, Όπως και το προηγούμενο, αλλά αντί για πολυώνυµα να έχω παραστάσεις µε 
ριζικά οιασδήποτε τάξεως όπου πλέον ο «βαθμός» έκαστης παράστασης ορίζεται 
ως κατάλληλος λόγος του µεγιστοβαθµίου όρου δια της τάξεως της ρίζας, όπως 


έχω παρακάτω 


π.χ. ὥπας διότι ο «βαθμός της παραστάσεως του 
αριθμητή είναι το Ἁ 1 Πρέπει να λαμβάνεται 


πρόνοια, ώστε οι παραστάσεις να έχουν τελικά νόηµα, εφόσον µας ενδιαφέρει η 
σύγκλιση. 
3. Με εκμετάλλευση τῆς πρότασης «φραγµένη επί μηδενική µας δίνει μηδενική 


ακολουθία» 


Π.χ. πε συ 1 


4. Εκμετάλλευση της πρότασης, ότι «Εάν σα και ισχύει σα.” 


ων ων" - δν ω.α 


Β.ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ ΣΥΓΚΛΙΝΟΥΣΕΣ ΣΕ αεθ ή α 
τν μη με Ἱπομώνυματουνκαι[ σσ Ἱπεη[ ] 


συγκλίνει στον λόγο 8| όπου αᾳ ο συντελεστής του μεγιστοβαθμίου όρου του 


αα και κ ο αντίστοιχος του Γι 
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2. Γενίκευση του προηγούμενου και σε λόγο παραστάσεων µε ριζικά όπως και στο 
Β.1.4Α.2 


3. Εκμετάλλευση τῶν επιτρεπτών πράξεων σύγκλισης μεταξύ ακολουθιών π.χ. 


4. Από ακολουθία µε γνωστό πεπερασμένο όριο, κατασκευάζω άλλες µε το ίδιο όριο, 
µε την βοήθεια του αριθμητικού, Ὑγεωμετρικού και αρμονικού μέσου. 


Συγκεκριµένα, μπορούν να αποδειχθούν τα εξής: 


5. Ειδικές περιπτώσεις, γενικών περιπτώσεων σύγκλισης: 
α) Αν Ἱττε 
β Αν τει 


γ) Αν/[ ή} τότε αυ (διαφοροποιείται η απόδειξη όταν; και 
όταν  ᾖ[ενώγια[ προφανές) 


ὃ 
ρα μα] 


η) Αν "«"«-ς και τότε η |. συγκλίνει στη θετική ρίζα 
της εξίσωση 


μπα μα μμ αμ. 
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6... 


1)Αν . 1 και 1 τότε η αᾳ συγκλίνει στη θετική ρίζα 
τηςεξίσωση{ί 


ιγ) Εκμετάλλευση της προτάσεως: «Αν η α συγκλίνει, τότε κάθε υπακολουθία 


της α συγκλίνει στο ίδιο όριο» 


Γ.ΦΡΑΓΜΕΝΕΣ ΑΚΟΛΟΥΟΙΕΣ 
1) Εκμετάλλευση της πρότασης ότι «Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι φραγµένη» 


2) Ειδικές περιπτώσεις γενικών παραδειγµάτων φραγµένων: 


α) Αν πα 6βαα α µηδενικές ακολουθίες, τότε η ακολουθία 


είναι (βλέπε και Β.Ι.9.2) µη 


συγκλίνουσα φραγµένη και επιπλέον έχει λ το πλήθος συγκλίνουσες 


υπακολουθίες σύμφωνα µε τον κατά κλάδο ορισμό τους. 


ϱ) Η ακολουθία «ας με αυ και Γι] συναρτήσεις 
του Π είναι φραγµένη, αφού ισχύει .ϱ«-α 


γ) Το προηγούμενο γενικευµένο παράδειγµα, αλλά στην θέση των Γι] να µπουν 
ακολουθίες σα που να συγκλίνουν ή να είναι φραγµένες. 
3) Κάθε φραγµένη συνάρτηση µε πεδίο ορισμού το [ | ή α µε κατάλληλη 
περιορισμό στο ὃ, δίνει φραγµένη ακολουθία. 
4) Κάθε ακολουθία θετικών όρων είναι κάτω φραγµένη από το 0. 


5) Κάθε ακολουθία αρνητικών όρων είναι άνω φραγµένη απὀ το 0. 


ϐ) Αν αυ. και α φραγµένη, τότε αᾳ προφανώς φραγµένη. 
7) Αν α φραγµένη, τότε Και η ῦ.”"”-ϱΏβ είναι φραγµένη. 
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2.ΣΗΙΡΕΣ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΟΜΟΝ 


2.1.ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΚΑΙ ΑΠΟΚΛΙΣΗ ΣΕΙΡΩΝ 


Ἱ Σειρά Σο αι 


μποτ ννλΑνμλνό««ΑνννειΑλημν ν.ν ον" Δι λαλλνθνθννοι αἲ] 


ο λε 


ὗλα αι ᾱ δή δεν ο υπάρχει 
η’ ήω 


ο ο ο ο... 


Μη συγκλίνονσα σειρά : | Αλ σειρά 


σ10 --σο 


π.χ. ον. ., 
η.ᾗ 


ἆ πο 


ο ...-. 


ον. 


ἡ 
| 
| 
π.χ. δι--- 


μπι, ακθ 


ϱ (11)’ | | 
κ) ες ος η []π) Ξ- ου | 


νπλνν πιθθθνόν 





Ταξινόμηση τῶν σειρών Ως προς την σύγκλιση. 


«θνκσιι Αθ ὄντο Ῥλλῤλάνώθόόν θῥννινθν» νά Ἀόῥλιλνό, 








οο 
1. Δίνεται η πρόταση: “Ανη Σα, συγκλίνει,τότεα,͵ -»0 
Ξ0 


1) Να αποδειχθεί 


2) ΎΝα δειχθεί µε κατάλληλο αντιπαράδειγµα ότι δεν ισχύει το αντίστροφο. 


3) Να εξηγηθεί η χρησιμότητα της πρότασης Ὡς κριτηρίου σύγκλισης. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 1) Αν η Σα, συγκλίνε, τότε η ὅ, συγκλίνει και 3 το 


ηΞΙ 


μπι ο. Όμως 


Ἠ--»-Γοο 


αι Ξ δη δη 5 πια, Ξ Ιπιδ, --Ππιδι 5 πα, Ξ-0-0-0. 


1 1 
2) Αν θεωρήσω τη σειρά Σ:--- . τότε ναι µεν -----»0 . αλλά αυτή δεν 


ο τε) κη 


συγκλίνει, διότι: 


1 1 1 1 1 πώκκα η 


-... . --- 
ο ο ποτ αν ο το 
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| 
Επομένως, ο, Σ 9η -δ-σο, Άρα και ὁ, -ὃ» ο. Δηλαδή η Σ----- αποκλίνει. 
ηξι ν 


3) Η συνθήκη ἴα, -»0” για την σύγκλιση τῆς σειράς Σ-α, είναι αναγκαία, 
πΞθ 
αλλά ὀόχι ικανή. Εάν ήταν αναγκαία και ικανή (ίσχυε δηλαδή και το 
αντίστροφο) θα είχαμε ένα θαυμάσιο και ασφαλές κριτήριο σύγκλισης. Όμως 
και τώρα, µε την αναγκαία συνθήκη «α,-»θ εξασφαλίζουµε ότι “αν 
α,-»λαε ᾖ -(οἳ τότε η Σα, αποκλίνευ. Έτσι βλέπουμε ότι λειτουργεί ὡς 
πΞθ 

ισχυρότατο κριτήριο απόκλισης δεδομένου ότι η Κλάση των µηδενικών 
ακολουθιών είναι µια ελάχιστη κλάση ακολουθιών. 

Επίσης εδώ καθίσταται φανερή η σημασία τῶν μηδενικών ακολουθιών και η 
έµφαση που δίνεται στη µελέτη τους, µιας Και έχουν ρόλο θεμελιώδους 
σημασίας στην µελέτη σύγκλισης των σειρών. Ὡς τελική παρατήρηση, 
συνοψίζοντας, μπορούμε να πούμε ότι οι συγκλίνουσες σειρές είναι απίστευτα 


«λίγες» αφού αυτές είναι «κάποιες, για τις οποίες ισχύει α, -»0». 





οο 
2. Δίνεται η πρόταση: «Αν η Σα, συγκλίνει, τότε η ακολουθία ο, είναι 
πΞΘΟ 


φραγμένη» 
1) Να αποδειχθεί 





2) Να εξεταστεί αν ισχύει το αντίστροφο. 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 1) Αν η Σα, συγκλίνει, τότε η 5, συγκλίνει. Επειδή όµως 


πΞθ 
κάθε συγκλίνουσα είναι φραγµένη, τότε καιη ο, είναι φραγµένη, ό.έ.δ. 


2) Το αντίστροφο δεν ισχύει γενικά. 
Ως αντιπαράδειγµα χρησιμοποιούμε την Σ(-1”. Αυτή έχει 505. 
πΞ0θ 


0 αν ΠΞ2Ζ2Κ-Ι 
δ.Ξ 5 αιΞξ]-(-ἢΞ0,. Δηλαδή τελικά έχω: -- 


1 αν Π-2Κκ 


που δεν συγκλίνει, αλλά είναι φραγµένη, διότιθςδ,«Ι νμεὸ. 


131 





0ο οο 
3. Αν η σειρά Σ2-α, συγκλίνει και για την σειρά 2, ισχύει β, σαι. 
ΞΘ πΞθ 


Ψπεὸ,τύτεθα συγκλίνειη 24,1 
πΞθ 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι απαραιτήτως:Για παράδειγµα: 


εν αὔσα, σ ΠΕΝ 
[ 


οο οο οο οο 1 
Η Σα, 205Ξ0,συγκλίνει καιη 2, Ξ ς[- ὴ) -- --οο αποκλίνει. 
πΞθ [) 


ΠΞΘ ΗΞ0 ηΞΘ 


οο 
Γενικά για να συγκλίνει ή σειρά 2ῥ, θα πρέπει επιπροσθέτως να ισχύει 
Ξ0 


0-4, ζα,, όπως απαιτεί το κριτήριο συγκρίσεως σειρών. 





0ο 0ο 
4. Αν η σειρά Σα, συγκλίνει και για την 2, ισχύει 
πςθ πΞθ 


οο 
ΙΑ, ἱκ]αι| ν πεὸ.,τύτεθα συγκλίνειη 2,1 
πΞθ 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι απαραιτήτως. 


ορ 1 ολ,” 
α.χ. Σα,-σ(-)Ἅ ε---, η οποία συγκλίνει βάσει του κριτηρίου 1Τοἶδπίζ 
πςθ . 


1 
Σ:4, Ξ -- η οποία ὡς γνωστόν δεν συγκλίνει και |-- « 


πΞθ Π 











: .. Ψ ΠΕΝ. 
η η 


Γενικά για να συγκλίνει η 2:64, ισχύει η παρατήρηση στο προηγούμενο 
π-θ 


αντιπαράδειγµα. 





0ο 0ο 
5. Ισχύει η πρόταση: «Αν οι σειρές Σ2-α, και 2, συγκλίνουν, τότε και 
πΞθ πΞθ 


η Σία, δι) συγκλίνει και μάλιστα Σία, Ἔβι)Ξ Σα, ἝἜ » β,». 
πΞθ πΞξθ πΞΘ ΞΘ 


Με κατάλληλο αντιπαράδειγµα να αποδειχθεί ότι δεν ισχύει η 


αντίστροφη πρόταση. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ἡ βασική αντίστροφη πρόταση είναι ότι «Αν η σειρά 


οο 0ο οο 
Σ(α, Γβ) συγκλίνει, τότε και οι σειρές 2:α, και 2:14, συγκλίνουν. 
πςθ π-θ πςθ 


Αντιπαράδειγµα αποτελούν οι σειρές »(-ϱ”. ση”. οι οποίες δεν 
ΞΘ ηΞΟ 


συγκλίνουν, όµως η σειρά Σ{ί-1)" «(0 1] σςυ”α-0-σ0-0-20 
ηΞΟ ηΞΘ ηΞΟΘΟ 


δηλαδή δεν συγκλίνει. 








6. Είναι γνωστή η ισχύς της πρότασης: «Αν η »] α, | συγκλίνει τότε και η 
πΞΘΟ 


οο 
Σα, συγκλίνευ. 
ηΞΘ 


Να αποδειχθεί ότι δεν ισχύει το αντίστροφο. 





οο 1 οο 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω Σ(-1)"3..---. Είναι της µορφής ΣΙ) -α,. όπου 
ηΞΙ 


Ξ [ή ηΞΙ 


Σύμφωνα να το κριτήριο του ΓοἴρηϊΖ για εναλλάσσουσες σειρές,η α, Ξ-- είναι 
η 


ος 1 
μηδενική και φθίνουσα ακολουθία θετικών όρων, και άρα η Σ(-1[)"" --- 
ηΞΙ 


1 
Π 


ο - είναι γνωστό (Β.Ι.3.13) ότι αποκλίνει. 


ηΞΙ 


( Πο ' 





συγκλίνει. Όμως η » 
ηΞΙ 











Σχόλιο: Αποδεικνύεται ότι »(-Ώ) 


ηΞΙ 


ο -- 1ος .- 0.6922. 
Ί 2 








7. Με ένα κατάλληλο παράδειγµα να δειχθεί, ότι το κριτήριο ρίζας του 


(αἱ6ΗΥ είναι ισχυρότερο από το κριτήριο πηλίκων του ΡΓ᾽)ΑΙερογί. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Βλέπετο Β.Ι.2.9 


Εκεί έχουµε: α, Ξ 2:30", οπότε αν θεωρήσω την σειρά 2230". έχω: 


ηΞΙ 











ης. 1 ο Π { ο Π ἡ ι 
α) Ἡπιτα, Ξ «Ιάραη Σ129 Ἱι- σ29) -ῃ. συγκλίνει. 
ηΞΙ ηΞΙ 
ασια. ομιι ο ομιι 1 Γ / - 
ϱ) Ππι -----Ξ 2, Ππι------ τ και άρα δεν μπορούμε να αποφανθούµε. 
6, αι 
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Επειδή λοιπόν γενικά ισχύει 


ΕΙ ' (1) 


. αᾱ : 1/ ο τι α 
πι «πια, «πια, ς πι --'Ἡ- 


ση ση 


κ. ιό 
. ενω η 





ς ; ᾿ ο... 
είναι δυνατόν να υπάρχει το πια," 


ύπαρξη του μπας α. . λόγω της (1) συνεπάγεται πάντα την ύπαρξη του 


// 
Ππιαι 





δ. Άλλο παράδειγµα που δείχνει ότι το κριτήριο ρίζας του Οας11γ είναι 


ισχυρότερο από το κριτήριο πηλίκων του ΓΡ) ΑΙεροτί, είναι η σειρά 


ο τι ο πο ο ος 
μη τα πο ο ο ορ κας 


Γι’ αυτήν έχω: 











σσ 1 
Ππι ία, Ξ τ «1 και άρα η σειρά συγκλίνει. 


ος άρτιος 
Επίσης ώμος 


. οπότε 
τ (2 ; 
η 414} αν περιτός 
πο ὰ σι 
Γπι --ἵἲ -- γοο Ηπῃ ----ἕ--Ξ 0 και 
αι αι 
.... οι ο 
Ππι η «1 « πι... 


6η 


ση 


και το κριτήριο δεν αποφαίνεται για την σειρά. 








Ψευδείς: 


() Αν ο... και η 24, 
ηΞΙ 


Ἠ 


συγκλίνει. 


(9 Αν θ-α,ς 


συγκλίνει. 


9. Να αποδειχθεί ότι οι παρακάτω πέντε προτάσεις είναι όλες 


οο 
συγκλίνει, τότε και η 2α, 


0ο οο 
και η 2α, συγκλίνει, τότε και η 26, 
ηΞΙ 


ται 
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0ο 0ο 
(1) Αν 0-α,ςῤ,καιη δα, συγκλίνει, τότε 21, - του. 


ο | ηξΙ 


(ν) Αν η Σα συγκλίνει, τότε θα συγκλίνει και η Σα. 
Ξἱ 


ηΞΙ 


0ο οο 
() Ανα,-β;-»θκαι 2, συγκλίνει, τότεκαιη 2-α, συγκλίνει. 


ης] η] 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η απόδειξη θα γίνει µε κατάλληλα αντιπαραδείγµατα: 





1 
(0 οι ο. νη ο Τότε πας” Ξ- 8 »0εὸ. Π 
η γη η (-ϱ” : Ι 


- 


Σς )” ---- συγκλίνει (κριτήριο ΤεἰρηϊΖ) αλλά η αν. δεν συγκλίνει. 


Ξ- τ η--] 1 


ος 1 1 οο οο 1 
(1) ας δα... Τότε θκ--Ἔαι-βθις- και η ιο»: 
ο α Π Π ηξὶ ης] Ἡ 


συγκλίνει, ενώ η » υ, -ς δεν συγκλίνει. 


αἱ 





«9Ῥθ-α,ξ - κας ΞΛῤ,. ἩΠ .- συγκλίνει, και η ... συγκλίνει. 
ποπ ας” πε, 
ε 1 οο οο , 
(ν)Ανα, ---,τότεη Σα; συγκλίνει ενώη Σα, δεν συγκλήνει. 
Π πι πςι 
1 1 Γ. -1 ορ η 1 
(ν) α,ξ--ι β, Ἔ-σ, τότε ο »0,η 2), συγκλίνει καιη Σ.-- 
ια π ια [έ) [ή ηΞΙ ης! 1 


δεν συγκλίνει. 








10. Να εξηγηθεί η διαφορά μεταξύ των εννοιών «αλγεβρικό άθροισμα) και 
«(άπειρο ἀάθροισα σειρά» και µμε χρήση κατάλληλων 


αντιπαραδειγµάτων. όπου χρειάζεται αυτό 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έχω τις εξής θεμελιώδεις και ουσιαστικές διαφορές: 

ἨΏ) Το «αλγεβρικό άθροισμα» είναι ορισμένο για πεπερασµένους το πλήθος 
προσθετέους, ενώ το «άπειρο άθροισμα σειράς» για άπειρους το πλήθος 
προσθετέους. 

2) Ένα πεπερασμένων ὁόρων αλγεβρικό ἀάθροισµα, υπολογίζεται σε 
πεπερασμένο χρόνο, ενώ ένα άθροισµα απείρων όρων, υπολογίζεται σε 
άπειρο χρόνο (δηλαδή δεν υπολογίζεται σε οποιονδήποτε πεπερασμένο) 


ακόµα κι αν τις αθροίσεις τις εκτελεί η γρηγορότερη μηχανή που υπάρχει 


19ο 





τώρα ή θα υπάρξει στο μέλλον. Μια μηχανή χαρακτηρίζεται απὀ την 
ταχύτητα µιας πράξης ανά χρονικό διάστηµα, έστω { (οποιοδήποτε μικρό). 
Τότε για άπειρες αθροίσεις χρειάζομαι χρόνο οο:{Ξ9οο δηλαδή είναι 
ανέφικτο. 

3) Ένα «πεπερασμένο αλγεβρικό άθροισμα» ορίζει πάντα έναν πραγµατικό 
αριθµό, ενώ ένα «άπειρο άθροισμα σειράς) άλλοτε ορίζει πραγµατικό 
αριθµό, άλλοτε όμως όχι. 

4) Το «πεπερασμένο άθροισμα» υπολογίζεται πάντα αλγεβρικά, ενώ το 
«άπειρο άθροισµα σειράς» υπολογίζεται (εάν υπάρχει και εάν είναι εφικτός 
ο υπολογισμός) µε µη αλγεβρικό τρόπο, ὣς όριο της ακολουθίας των 
µερικών αθροισµάτων. Δηλαδή: 


α) Το [πι δ, υπάρχει και το υπολογίζουμε. 
Π--»-Γοο 


β) Το Ππι 5, δεν υπάρχει. 
π--ὸμοο 





γ) Το πι 5, υπάρχει µεν, αλλά είναι εξαιρετικά δύσκολος ή αδύνατος ο 
Πορ 


ακριβής προσδιορισμός του. 

5) Σε ένα «αλγεβρικό άθροισμα», μπορώ να εισάγω ή να εξάγω παρενθέσεις, 
µε επιτρεπτό τρόπο, κατά το δοκούν. Σε ένα µια άπειρη σειρά, αυτό γενικά 
απαγορεύεται! Ἱστορικά η προηγούμενη παρανόηση. υπήρξε πηγή λαθών 
παραδόξων και διενέξεων την εποχή της θεμελιώσεως του Απειροστικού 
Λογισμού. (βλέπε και Α.5.2.2). Σύντομα έγινε αντιληπτό ότι «αυτό που 
ισχύει για πεπερασµένες ποσότητες και μεγέθη, δεν επεκτείνεται 
αυτονοήτως και για τα άπειρα μεγέθη». 


Στο παρακάτω αντιπαράδειγµα θεωρώ την σειρά 





ορ 2 3 4 5 6 ΤἸ δὃ 
Πρ τος 9 ο. σκι 1 
Σί ) π-Ε] 2 3 4 5 6 7 ὤ 


πε πο 


Ἡ ανωτέρω σειρά έχει γενικό όρο α,Ξξ(-Θ Τότε το πια, δεν 


η -Ἑ 
υπάρχει, άρα η σειρά είναι γνωστό ότι δεν συγκλίνει. 
Στο δεύτερο µέλος της (1) εισάγω παρενθέσεις κατά τον επιτρεπτό αλγεβρικά 
τρόπο. 


Τότε θα έχω: 
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3 4 5 6 7 δ 2411 22 
. . ο 1: 
το ο νο ορι 


] 1 1 1 ως ] 


-. .. ο ο ο «- 
στα" δή 2ή(2ή 3. στι 22η -1) 





Η τελευταία σειρά συγκλίνει, σύμφωνα µε το οριακό κριτήριο συγκρίσεως. 


ο 4 
Πράγματι, αν θεωρήσω τη σειρά Σ, --- αυτή συγκλίνει ὡς γνωστόν. Γι) αυτήν 
ηξὶ 





᾿ 1 
ἐκδ τεσ 
η 
1 ; 
Αν αρ Ἕτ ος τότε 
2Π(2 -- 1) 
1 
2 2 
πως ασ μαμα μμ... 
Ἴραβ. Ι ρα οι Γ 4 
: ου 
π 2Η 


ὃς ] 


Άρα αφού συγκλίνει η να θα συγκλίνει καιη 2. ----------. 
Λη; π.ὶ 2Η(21 -Ε 1) 


Δηλαδή: Βάλαµμε παρενθέσεις σε µία σειρά που δεν συνέκλινε και την 
µετατρέψαµε σε συγκλίνουσα! 


Παραθέτουµε και άλλο χαρακτηριστικό «παράδοξο» 

Αν αἲβξιΙ . τότε το άθροισµα δξί(ατβ)-(ατβ)(ατβ)-(ατβ)Γ.....είναι 
οποιαδήποτε πραγματική τιµή (1189) 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

ΌΞ(ατβ)-(αβ){{α-β)-(ατβ)-..... 3 Ξξατ(β-α)-(β-α)τ(β-α)-...... --- 

(Αν β-αΞγ) ὃξ αἲ(γ-γ)Ε(Υ-Υ)Τ(Υ-Ί)...«Ξδ 9ΞαΓΘ0:Γ0001...Ξὸ 8ξα 

Αλλά αν θέσω αλλιώς τις παρενθέσεις (µε επιτρεπτό αλγεβρικά τρόπο ) θα έχω 














ΞΞαΕΥ-(Υ-Υ)-(Υ-Υ)-Υ-Ύ)-... 5» 5ΞαΈγ-0-0-0-0-0-...Ξ» 5ξατ(β-α) 3» 9Ξβ 
Δεδομένου τώρα ότι η διάσπαση του 1 σε άθροισμα δύο αριθμών µπορεί να 
γίνει µε α οποιονδήποτε πραγµατικό και β Ξ[-α , τότε έχουµε το «παράδοξο» 
συμπέρασμα! 


Ὑπάρχει και το απλούστερο αντιπαράδειγµα: 


Η 0” δεν συγκλίνει, διότι η (--!)” -ϕ 0 (είναι αποκλίνουσα). 
πΞΘ 


Όμως αν εισάγω παρενθέσεις γίνεται συγκλίνουσα, όπως φαίνεται παρακάτω: 








ο ο ο ο οσο ο αυ... 
ηΞ0 


Ξ40303-03-03-03-::Ξ6. «Δηλαδή συγκλίνει στο 0. 
Αν όµως διατηρήσω το πρώτο | και εισάγῶ παρενθέσεις αµέσως µετά , θα έχω: 


ο. 





κ πα ο πο ο η ο 
πΞ0θ 


Ξ1-0-0-0-0-..... Δηλ. συγκλίνει στο. 

Το λάθος και πάλι, έγκειται στην εισαγωγή παρενθέσεων σε άπειρο 
άθροισμα. 

Και στα τρία προηγούμενα αντιπαραδείγµατα, πήραμε µία µή συγκλίνουσα σειρἀ, 


θέσαµε παρενθέσεις και ή µή συγκλίνουσα μετετράπη σε συγκλίνουσα. 





ΤΙ γίνεται όμως µετις συγκλίνουσες; 

Εδώ ισχύει η πρόταση: 

«άν σε µια συγκλίνουσα σειρά Σα, βάλλουμε σε παρενθέσεις οσουσδήποτε 
ΠΞΟ 

όρους τής, χωρίς να αλλάζουμε την τάζη τους, τότε { προκύπτουσα σειρά θα 

συγκλίνει καὶ μάλιστα στο ἰδιο άθροισμα). 

Ἡ απόδειξη της πρότασης είναι απλή: 

Αν 5, είναι η ακολουθία των μερικών αθροισµάτων της αρχικής και σ, η 

ακολουθία µερικών αθροισµάτων της προκύπτουσας µε εισαγωγή 

παρενθέσεων, τότε η σ͵, θα είναι υπακολουθία της ὁ,. 

Πράγματι, αν 

ὅ, Ξαι ται αι Έ''. Ἔα, Έ.:' τότε θέτοντας παρενθέσεις έχω 


ὃ Ξ(αι Γαλ" Και) (αι ἄμμο Ἔ Ἑσαιιμ) Ες) Έτ. 


α. 
Δηλαδή σι {- 51,62 3 Θημμμο... 
Η σ, ως υπακολουθία συγκλίνουσας υπακολουθίας, θα συγκλίνει κι’ αυτή, άρα 
η πρόταση απεδείχθη. 

Ἡ προηγούµενη πρόταση περιέχει τη φράση «... χωρίς να αλλάξουμε την τάξη 
κε, (των όρων της)». Ἐπομένως παίζει ρόλο και η διάταξη των όρων στην 


σύγκλιση. Αυτό φαίνεται από το πιο κάτω αντιπαράδειγµα. 


ια. 


Έστω η σειρά 2; (-1) η οποία βάσει του κριτηρίου του Γεῖρηίζ 
ηΞΙ 


συγκλίνει, αφού η ---- είναι φθίνουσα μηδενική ακολουθία θετικών όρων. Τότε 


τ 


αν 1 επ. ο ν ᾖ πι  Ἡ 
σα, ο] ως. 
Σί ) 9η πρ ᾿ ο Ἡ ἱ δα 6 . {Ἱ 48 . 
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Αν εφαρµόσω την αντιµεταθετική ιδιότητα στο άπειρο άθροισμα θα αλλάξω 
την τάξη των όρων της, οπότε θα έχω: 
1 1 1 1 1 1 1 1 


ποπ πα ο πρ 


Αν συγκλίνει µε την αλλαγή τάξης τῶν όρων της, θα συγκλίνει και µε την 





(4) 





εισαγωγή των παρακάτω παρενθέσεων: 


ος οσα) ησρ” 1 -ρλ ο ως. |--- 
3 2) κ9ὴδ 7 νά) 9 νι 6 «4η-2 «δη 92η 














Αλλά όµως: 
μμ. ο ον οι μας 
4-3 ῥδη-Ι 2η 94 4η δη ή 92η δη 


ὦ 2-1 92-15 1 


Η σειρά Σ αποκλίνει, άρα και η 


ηΞΙ 9/2 . ρ ηΞΙ [έ) 




















. 1 1 1 
ἔᾗ - -- | θα αποκλίνει, που είναι η αρχική (1) µε την 
ν4η-3 ῥ4η-ἱ 92η 


ηΞΙ 
αναδιάταξη. Άρα η αναδιάταξη γενικώς δεν επιτρέπεται, αφού όπως είδαµε, 
η αναδιάταξη όρων, µπορεί να μετατρέψει µια συγκλίουσα σε µη 
συγκλίνουσα. 

Γενικώς ισχύει το Θεώρημα: 


«Αν η σειρά Σα, συγκλίνει απολύτως, και έστω τ µια αναδιάταξη των 
πΞΟ 


0ο 
φυσικών αριθμών. τότε η σειρά δα 
πΞΘΟ 


) συγκλίνει απολύτως και μάλιστα, 


τί 


τας Ἕ λα, » Στην επόμενη εφαρµογή παραθέτουμε ένα τέτοιο παράδειγµα 
ΞΘ πΞθ 





11. Η σειρά στ Ώ”"ἱ σατ είναι παράδειγµα σειράς που 


πξί 
1) Συγκλίνει 
2) Συγκλίνει απολύτως (άρα και απλώς) 
3) Οποιαδήποτε αναδιάταξη των όρων της δεν επηρεάζει τη σύγκλισή 


της, ούτε το άθροισµά της 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η σειρά εκπληροί τις προὐποθέσεις της προηγούμενης 


πρότασης, Έτσι έχω: 
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υ ος ὑπα στ είναι άθροισµα απείρων όρων ΤΠ. µε πρώτο όρο το 1 και 


ηΞΙ 




















1 το ..... 1 . 
λόγο ----. Άρα Ρή. ο ο, 
ἵ 2 ὁ Σι δµὴ Γ--  -ὃ 
2 
ο π--] 1 ος 1 γ Γ { γ , 
2) Σ-)” ση ορ ση και έχει άθροισμα απείρων όρων Γ.Π. µε πρώτο 
ης] ης 
; ου. μας | 1 
όροτο 1] καιλόγο -.Άρα » πτς----“Ξ2. 
2 ηΞ]Ι 23 μι ον 
2 


3) Αναδιατάσσω τους όρους σύμφωνα µε τον νόµο: «Μετά απὀ κάθε θετικό, 


γράφουμε τους δύο εποµένους αρνητικούς». 
Ο νόμος αυτός φαίνεται και µε την αλγεβρική διατύπωσή του παρακάτω: 


ι 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
] 2. 393 ε 22 35 21 α- 24 2. 21 ναο.ς 22η 22Η 243 ος 


ο 1 
ν ες ρα ποτ] Ξ(επειδή κάθε µία συγκλίνει) 








ο. 1 ο. 1 ο 1 4 5δ 2 2 
ο ο δηλαδή το άθροισμα μένει 
Σ 228 Σ ος, Σ μάς 3 15 15 38 η ος) Ρ µ µ 





αμετάβλητο. 

Γενικώς, αν µια σειρά συγκλίνει «με περιορισμό» ( ή «υπό συνθήκη» ή εἶναι 
ἠμισυγκλίνουσα) ή αναδιάταζήη των όρων της μεταβάλει το ἀθροισμά τής ή καὶ 
τήν φύση τῆς (µπορεί δηλαδή να την καταστήσει αποκλίνουσα). Χαρακτηριστικό 
είναι το θεώρημα ΚΙΘΗΙάΠΠ του οποίου ή διατύπωση έχει ως εξής: 

«ΝΤια υπό συνθήκη συγκλίνουσα σειρά, μπορούμε να την κάνουμε να 
συγκλίνει σε οποιαδήποτε τιµή ή ακόµη να αποκλίνει µε µια κατάλληλη 


αναδιάταξη των όρων της». 





12. Δίνεται η πρόταση: 
οο 0ο 

«Αν η σειρά Σα, | συγκλίνει, τότε και η σειρά λα, συγκλίνει». 
πξι ηΞΙ 

1) Να αποδειχθεί 


2) Να δειχθεί µε κατάλληλο αντιπαράδειγµα ότι γενικώς δεν ισχύει το 








αντίστροφο. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 1) Αφού Σα, συγκλίνει -2α,|-»0. Τόε µεες-1]20 
ηΞΙ 
Ὥπτπ)10«1α, «1 να αι, νηΣπρ. 


οο 
Από το κριτήριο συγκλίσεως σειρών, έπεται και ότιη Σα; συγκλάνει. 
ηΞΙ 
. : . , ᾿ 
2) Για το αντίστροφο, θεωρώ την αι, ξ(-]”--. Ἡ αντίστοιχη σειρά 
η 


οο 1 κ ος 1 
--- Ὦ οποία ὣς γνωστόν συγκλίνει. Όμως η σειρά Σα, |Ξ Σ,-- δεν 
πι 


τν 2 
άπο, 

ηΞΙ ηΞΙ 11 ηΞΙ 
συγκλίνει. 


Άρα, γενικώς δεν ισχύει το αντίστροφο της προτάσεως. 
13. Ὑπάρχει σειρά που είναι αποφάνσιµη ὣς προς την σύγκλιση µε το 








κριτήριο λόγου και µη αποφάνσιµη µε το κριτήριο πηλίκων του 


ΑΙοπιρογί. 








ι π-Ἡ 


η τε 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Γιατην σειρά 2’ έχο: 
ης! Π. 





πο” . οο οο 1 
.α.. »0 ΥπεοΟ.Αν2Σα,Ξ»ὸ-καια--»0. 
Π] σσ] π.] Π Π 

















------ -1 

αμ παπι π 1 Ξ. ..: 

Ι πα Ἅ εἰ η] π) 
ααωύεκα, 1 


(2) 


Γνωρίζουμε ότι ισχύει 
1 Π π-Ε1 
[να κοκ[ινα) υπεὸ. 
η η 
(3) 
Η (1) λόγω (3) δίνει 
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) 

ας, -1 -1 

ῤια ς {νν) τίννς) ο μΗ 

.- 
1 Γ-- 


Αφούη Σα, δεν συγκλίνει, τότεκαιη 2:β, δεν συγκλίνει. Σύμφωνα όµως µε 





ης] η--] 

το κριτήριο πηλίκων του Ρ)ΑΙεπιρετί έχω 
Ἡ-Ε1 

ὄ) ὁ ὖἳ 

βιμι η ] 6 ; 
- 1 »--1Ξ1 και δεν έχω αποφανσιµότητα µέσω του 
β, ϱ η ϱ 

κριτηρίου. 


Άρα το κριτήριο λόγου εμφανίζεται ισχυρότερο απ’ το αντίστοιχο του ϱ᾽ 


ΑΙΟΠΙΡΟΓΊ. 








14. Το θεώρημα τῶν («4ἱ6ΠΥ-Μετίοης λέει ότι «Αν δύο σειρές 


συγκλίνουν και τουλάχιστον µία συγκλίνει απολύτως, τότε η σειρά 


... της συνέλιξής τους (ή το κατά (αιμεἩγ γινόµενό τους, µε 


πΞθ 
(ακβτγ Ἔαβι τα ιτ αρ) θα συγκλίνει και 
μάλιστα 2, Ξ να αι: ὼ β,». 


| 
Γωο] 


πΞθ πΞθ π 

1) Μπορεί να παραληφθεί από το θεώρημα η υπόθεση της σύγκλισης 
για µία εκ τῶν δύο αρχικών σειρών; 

2) Αν η σειρά της συνέλιξης δύο ακολουθιών συγκλίνει, θα συγκλίνουν 


οι δύο αντίστοιχες σειρές τῶν αρχικών ακολουθιών; 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 1) Δεν µπορεί να παραληφθεί η υπόθεση της απόλυτης 


σύγκλισης της µιας σειράς, όπως θα δούµε στο παρακάτω αντιπαράδειγµα: 


οο οο 1 
Θεωρούμε τις σειρές Σα, 2:β,, όπου αι Ξό, Ξ (-ὐἩ οσο Και οι δύο 
ηΞΙ ι 


ηΞξΙ 


συγκλίνουν µε βάση το κριτήριο του ΓείρηίΖζ, αφού η είναι φθίνουσα 


τα 
γη 


μηδενική ακολουθία θετικών όρων. 
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ας | ας 1 
2 
η Ίνη πΞΙ 3 . 


Π 


( δν 


οο 
Επίσης δεν συγκλίνουν απόλυτα, αφού 2; 


ηΞΙ 








1 
γη 
οποία ὡς γνωστόν αποκλίνει. 


Το κατά (αἱοἩγ γινόμενό τους είναι εξ ορισμού 


-ουης , 1 Ε ] ὦ ] -. ] ο 
. αἱ ο ο η κ ληςο η ψί 




















ποπ πας, 
τα νηνῃη ην «Πνη λνην Ἡ 
Άρα 7, -»0. Δηλαδή η σειρά }, δεν συγκλίνει. 
ηΞΙ 
2) Δίνουμε αντιπαράδειγµα, όπου δύο σειρές δεν συγκλίνουν, αλλά έχουν 
συγκλίνουσα συνέλιξη. 


Σα, Ξ1:.2242424::: (Προφανώς δεν συγκλίνει) 


ηΞΙ 


ν β)Ξ1-212-22--.:. (Επίσης δεν συγκλίνει) 


ηΞΙ 


Ληλαδι Γ αν ηΞΙ ϱ 1 αν ηΞΙ ε 
α α ια την Σχω: 
ο Πα ο μμ ο 





γιΞαιβι 1.1! 
72 Ξαιῤ; ΤαυβιΞ](-2)92:15Ξ0 
γιΞαιβι Γσ0ωβ; Γαιβις1.21:2.:(-2) 1:20 


7, Ξαιβ, Ἔαρβει Ἔαιβιο Τ. Ἔαγκβη κ Ἔ τι Ἑαμβι 


-1.(σ1”..2.2:4.2142:021.214... 92. 24.- ε2{-0 


: Ι αν ηΞΙ 
ο ως 0 αν ηδΙ᾽ 


Άρα γ, Ξ1--0--0--:::Ξ1 ενώ οι Σα,, Σβ, δεν συγκλίνουν. 
ηξί Ἡξ 


β5ἰ 
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2.2 ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΠΑΡΑΛΕΙ ΜΑΤΟΝ ΣΤΙΣ ΣΕΙΡΕΣ 


Α. ΑΠΟΚΛΙΝΟΥΣΕΣ ΣΕΙΡΕΣ: 


Ἐκμεταλλευόμαστε γνωστές προτάσεις, έτσι : 


1). Αποκλίνουσα είναι κάθε σειρά της µορφής Σα,μεα,-λαςο --τ(θὶ} ή 


ΊΞΘ 


α, -»Ἴοου ἠ η α, να αποκλίνει γενικώς. Η κλάση των αποκλινουσών 


σειρών είναι όπως γνωρίζουμε εξαιρετικά ευρεία. 


2) Αποκλίνουσες 2:α, γιατις οποίες ισχύει α, -»0: 


α) 


β) 


γ) 


ὃ) 


ϱ) 


στ) Για τις άπειρες Σα,, Σ, ἲ 


ΊΞΘ 


ο 1 
Σ)-- (αρμονική σειρά και απειρίζεται θετικά) 
ης] 


0ο 


Σ 


η--] 1 1Π 


(σειρά Α0εἱ και απειρίζεται θετικά) 





οο 0ο 
Ανη Σ:α, απειρίζεται θετικά τότεη Σ(--αι) απειρίζεται αρνητικά 
ηΞΙ 


ηΞΙ 
Οι σειρές Σα, και 2αμιι έχουν την ίδια συμπεριφορά ὡς προς την 
ηΞΙ ηΞΙ 

σύγκλιση. Δηλαδή αν συγκλίνει η µία, θα συγκλίνει και η άλλη, αν 
αποκλίνει η µία, ομοίως και η άλλη, αν απειρίζεται θετικά η µία 
ομοίῶς και η άλλη, αν απειρίζεται αρνητικά η µία, οµοίωῶς και η άλλη. 
Σε περίπτωση σύγκλισης, τα αθροίσµατα προφανώς δεν είναι ίσα, 
αφού λείπουν Κ όροι από την µία. 

ας 

ος. ρς1. Απειρίζεται θετικά. 

γι γ 


οο αι 





με α, 20 ισχύει, ότι αν αποκλίνει η 
ηΞΙ ηΞΙ Τα, 


µία, αποκλίνει και η άλλη. 


Β.ΣΥΓΚΛΙΝΟΥΣΕΣ ΣΕΙΡΕΣ 


Ώ) Σα. ΛΑ το ον αν |Λλ]«1 (άθροισμα απείρων όρων φθίνουσας γεωμ. 
ηΞΙ 


Προόδου) 
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2) ο. συγκλίνει για ρ2]1 (Συνάρτηση ὁῥ του Εἰοπαππ ὁ(ρϱ) (Χπ. 
ηΞΙ 11 


ο δια Κα ο απ} 





ρα. 
3) (η Έλα”, θςκ«1Ι (Ὑπ. Κριτήριο ρίζας (αις[Υ) 
ηΞΙ 


4) .α ππ χεὂ (Υπ. Κριτήριο ρίζας (αἱ1οΙΥ) 


0ο 


2” 

Χ 
νο μαι 
ηπξιχ΄ ντ 


5) χ«1 (Κριτήριο πηλίκων ΓΡ) ΑΙεπιοετθ) 


ϐ) Αν συγκλίνει η Σα,. α, 20. τότε συγκλίνει και η νι (ἀπ. 
ηΞΙ ηξι Ἡ 


-- αν. αιβεὂ᾽) 


7) Αν συγκλίνουν οι σειρές Σα,, 2β,.(ία,20,. β,20 ν πεὸ) τότε θα 
ηΞΙ 


ω 1 


συγκλίνει και η α,β, (π.αΓᾷῤ22φαβ. α»Σθ, 0350) 
ηΞΙ 


ὰ ολ 
ϐ) ».-------- μι ρ 351 (Ὑπ. Κριτήριο συμπυκνώσεως Οα1οΝΥ) 
πΞΖΠ1ΙΠ 


ϱ) ην”, κε (01) (Ἡπ. α, -ημα”. β, τα", πι 1) 
πΞΘ Χ 


10) ΣΙ εκ”), κ ε(01) (ππ. Μπι ο α) 
ΠΞΘ Χ 


Ξ1) 


1 


οο Ες κ 1 
1) σα 25 Ἆ,ας-- (Ἀπ. Κριτήριο ΚααΏς) 
ηΞΙ έ 


1 ι 
12) Σα, συγκλίνει, θα συγκλίνει και η Σα, ί - (Υπ. Κριτήριο Α06εΙ) 
ηΞΙ ι 


19)Αν α͵ 20 ν μεὸ και η σειρά Σα, συγκλίνει στο /ε5., τότε και η 
σα 


σαι Γ2α)2 Τ"' Ἔπα 
η-ὶ π(η -- 1) 


Π 





συγκλίνει επίσης στο {. 
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π 


14) Αν συγκλίνειη Σ2-α,,τότεθα συγκλίνεικαιη Σα, 11 . 
ηΞΙ 


ηΞξ! 


ΞΘ 


ος δε 
νο σα αν τε[-2.τ) συγκλίνει 


Ἰ 


16)Η Σ( ρ” ας .χε(-]1) συγκλίνει 
η] πε 





[η 








17)Η » ὦ 5» χε[--2,2] συγκλίνει 
πι2 . 
2 
ὡς 1 ς 
18)Η 2) ευ χ”, χεθ., συγκλίνει 
πο (Π ΕΛ! 


ο 
19)Η »᾽ εν αὸς χε(-σ.ς). συγκλίνει 


ηΞΙ 


20) Να κατασκευασθεί δυναµοσειρά που να συγκλίνει σε γνωστό διάστηµα 


(α.ϱ) (αι εδ”). 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θέλω η σειρά να συγκλίνειγια χε(α.β) δηλαδή 








ατός μαμα ατβις κών αἲβ ῥ-α 


α«χ«βςα 
2 . 2 2 2 : 


οο -- η 
Έτσι, αναζητώ δυναµοσειρά της µορφής ξα[α- ας) . με ακτίνα 
ΠΞΘ 


-- 
συγκλίσεως ο Πρέπει λοιπόν από κριτήριο συγκλίσεως (Ο381ςἩγ 





2 ο Ὑν 
Ππιη]α, |τ-----. Αρκείνα επιλέέουµεα, Ξ : 
δαν | η ρ ἔουμε α,, ντ] 


Γ.ΑΘΡΟΙΖΟΜΕΝΕΣ ΣΕΙΡΕΣ 


Είναι αυτές για τις οποίες µπορεί να υπολογισθεί το µερικό άθροισμα ὃν και 
δεν υπάρχουν πολλές τέτοιες κλάσεις. Οι υπάρχουσες είναι ειδικής µορφής, 
όπως οι παρακάτο: 


1) Αριθμητική σειρά Σ[α-ς(π- Ώω], α,ωε ὃ 
ηΞ1 


. 2ατ(ν-- Ὀω . 


δη 
2 


2) Γεωμετρική σειρά Σα.λΛ’.. 141 
ηΞΙ 
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3) σ[ρ() --ο(η -ε1)]. ὀπου φ(1) ακολουθία. Τότε 
ηξι 


δι το!) ο τ) ἡ 5, φίθ)- φίᾳ-Γ1) αν Σ!ρί) φομ]. 
Ἡ κατασκευή µιας τέτοιας σειράς είναι πολύ εὐκολη, αλλά η αναγνώριση ότι 
ο γενικός όρος α,, τίθεται στην µορφή φί(η)-- φίᾳ -Ε1) είναι το δύσκολο από 
τον λύτη. 

4) Σ[Α:9() «8: Γὴ Γρ 2] µε 4 Β.ΕΙ-0. Τότε 
δΞ 4φ()- Γ(2)- 4Αφία-κ1)- Γφί(ή2). 


Και εδώ η κατασκευή του παραδείγματος είναι απλή, αλλά δύσκολη η 


αναγνώριση. 
9) ΣΙ) / ()] ή Σφί) Ε/Γ(1) Ες σ(π)] όπου φίπ).σ(η), Γ() οι γενικοί 
όροι αθροιζόµενων σειρών. 


6) Σ {(4) όπου (η) πολυώνυµοτου η. 
πΞθ 


Σε παραδείγματα τέτοιας µορφής θεωρούμε γνωστά τα αθροίσµατα 


π(η -Ώ(2η 1) η -- 
- τν σσ] τκοικ. 


δε- π(ῃ -Ε 1) 2 - 
πα 2 πα] 





Για να υπολογίζουμε αθροίσµατα ανωτέρων δυνάµεων, υπάρχει επαγωγικός 


τρόπος µε την βοήθεια του διωνύμου του Νοενίοῃτ. Για παράδειγµα για τον 
υπολογισμότου Σ΄ εργάζοµαι ὡς εξής: 
ἔΞΙ 


(ΕΕ -- κά -- 4χὸ -- 6χ2 «4κ-ΕΙ 
(κ 04 --κἲ -- 4χὁ -- 67 «δχ-ΕΙ 


(4) 


Θέτοντας στην (1) διαδοχικά α-- 1.2,3.....Π έχω 
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24-14 --4.15 --6.12 4.1 -ς1 

31-21 -.4.23 6:23 4.2Ε1 
4” - 34-4-3363 4.3.1 
5ἳ. 41 -4-43 «6:42 4.41 


(ας 11 --(α)ἡ --4-ηἡ «6:Π 4-1 


(1. Ὀ  --ἴ--4 96.24. ΣΕ ΣΊ 


ει ει ἐ-ι 





(2) 


Η (2) επιλύεται ὡς προς ΣΚ; γνωστών όντων τῶν αθροισµάτων µικροτέρας 
ζΞι 


τάξεως. 
7) Σ[α-ς(ήςΏω]: Ακ”. . Δηλαδή ο γενικός όρος α, είναι το γινόμενο του 
ηΞΙ 
γενικού όρου αριθμητικής προόδου µε τον γενικό όρο µιας γεωμετρικής 
προόδου (μεικτή πρόοδος). Η άθροιση γίνεται ὡς εξής. Αν 
ὅ,-αιταρται τ'. Τα, 
(1) 
Πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη της (1) µε τον λόγο της γεωμετρικής 


προόδου α και έπειτα αφαιρούμε κατά µέλη από την (1). 


Παράδειγμα: Σ πχ” ο, κκ 1. ΈχΩ: 
ηΞΙ 


δ Ξ 14-2κ 4 3χ2 ---. Επκὴ 
αχ 2 Ε3ά Ε..Ε πχ" 


ο) 
(2) 
(1) --() (1 --χδ, {γα κ” αχ) Ον Κα. --πχ” 5 


[η 


(1--κ)δ, -τ--- 
Χ 





Πχ” 





Ἱτ κ κ 
(- ο Ἱ-α 





ὃν Ξ 











8) Αν 2) τν φ(1) πολυώνυµο του Π και ἆ ο βαθµός του πολυωνύμου φ(η). 
πι 3. 


τότε το φ(π) µπορεί να παρασταθεί ως 
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φ(1) - 43 Απ 42π(π--Ἡ)- Απ(α- Ὀ(1-2) Ε.Ε Αμπ(η -- 1) (π-- Κε 1) 
και η σειρά είναι ο. µενη, όπως έχω στο παρακάτω 


3µ42 


Παράδειγμα: υά 
πὶ 


Θέτοντας μ΄ -3η-2ξ Απ(Π-- 1) Βη-Ι. απὀ τα εκ ταυτότητας ίσα 


πολυώνυµα έχω (4ΞΙ.8---2 και Γ-2). 








Τότε 
ο η 3η πη- 1-22 πίπ--Ώ 2η 2. 1 22 
. πι π] π] π -µπ (π--2) (π- 1! 
Τότεγια 322 . 
π 1 
δ, «αι αι ται - Σαι«0- νὸ αΡ λε. 


ΚΞΙ 


ε(ά- σα .2(ά-Ὀ! κκ 


ο. 
ο 0! υπ 0! Ἡ Ι-οκ 


τοε--2(--1-ε)--2(-2-.-6)5-ε--2-2-4-2-έ-2. 





ϱ) (1) -- (1 ], η, κ εὺ, η «Κ. Τότε: 
ηΞΙ 


δια {ατν- σ 2) τι πα). 
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3. ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 


9.1. ΤΣΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 





1. Εάν δύο συναρτήσεις έχουν ταυτόσημες αναλυτικές εκφράσεις (: τύπους) είναι 


ίσες; 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι απαραιτήτως. α.χ.: 
Τ()Ξ 2χ/4-1:0. και σ(α)-2χ/--1.1] 


Προφανώς Γ-οσ αφού Η({)- Π(6) 
2. Εάν δύο συναρτήσεις έχουν διαφορετικές αναλυτικές εκφράσεις (: τύπους) 





είναι πάντα διαφορετικές; 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι απαραιτήτως. α.χ. 
{(0) - 2Χ/{ 1.01} και οσ(α) - 2χ3 /{--1.0,13 


Ισχύει Γ5ς. ενώ οι αναλυτικές εκφράσεις είναι διαφορετικές. 





3. Κάν {(α): σ(α)Ξ0 νχεά., όπου 4 το κοινό πεδίο ορισμού των {,5. τότε µια 


τουλάχιστον από τις {,σ είναι η σταθερή μηδενική συνάρτηση: 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι απαραιτήτως. α.χ. 


0 αν α΄ άρρητος Ι αν αχ ἀάρρητος 
Αν τὰ ώ-] ε()- 


1 αν χα µρητός 0 αν α΄ ρητός 
τότε {{(α): σ(ακ)Ξ0 νχεθὂ χωρίς καμμία να είναι σταθερή. 
Ἐπιπλέον, το αντιπαράδειγµα τῶν {,.5 είναι τέτοιο ώστε να πληροί και την 


επιπρόσθετη προὐπόθεση ότι «δεν υπάρχει ὑποδιάστηµα στο πεδίο ορισμού της { 
είτε της 6 που ο περιορισμός της / ἠ της 6 αντιστοίχως, να είναι η μηδενική 


συνάρτηση». 





4. Να αποδειχθεί η ισχύς ή η µη ισχύς εν γένει, τῶν ισοτήτων: 
πώ ασ ο 
ος μή 
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ύπου {,σ.,ᾳ:συναρτήσεις 6 -»0. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
α) Δεν ισχύει γενικώς: Α.χ: Γ(α) -κὖ. ία) Ξ1, σ(α) - 1. Τότε 
[{ο(ε ΑΙ 9) {40-0-2754 
[5 /)ο ΓΙ) (ΕΚ (ς Αα”) Ξ ε(α) γα”) -2. 


β) Ισχύει πάντα: Πράγματι, σαχ ε, έχουµε: 


[Ε/)ο/αϱΞ {το α)ξε αγ) 
-μ{αλτε(α)-τελ/α)ξ[άγθ)ο/]) 





5. Να αποδειχθεί. ότι είναι δυνατόν συναρτήσεις µε κλάδους, να έχουν απλή 


αναλυτική έκφραση. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θα δώσουμε τρία παραδείγματα διαβαθµισµένα από το πλέον 


σύνηθες, έως στο πλέον ασύνηθες. 


ς 5 . . χ20 
() Έστω {Γ:0 -»0 µε 95] | 


-ὰᾱ. χςῦθ 
Αυτή είναι η γνωστή µας συνάρτηση /(α)-α/νκεδ 


ς Ά ο... 


(18 Έστω σ:ὸ -»ὅὃ µε σία)- | : 
0,  α άρτιος 


Η σ(α) είναι η ἠ ακολουθία που συμβολίζεται συνήθως µε 


2 


1. ᾗῃ περιττός 
α Ξ 
160, ᾗ άρτιος 


| και η οποία έχει αναλυτική έκφραση αι Ξ | -- (- ϱ” | 


. : -- νὰ α, αρητός 
(11) Ἡ συνάρτηση του ὨἱτίοΠ]οί {:0 -»Ο µε (α) Ξ ; (ία . β) 
β. κ άρρητος 


έχειτην ακόλουθη εξεζητηµένη αναλυτική έκφραση: 
Πα) β-{α “Αι πι συν'(ἶπε)) 
Ἠ--»Γοο 


ΊΝα περιγράψουμε όµως το γιατί: 
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(ν) 


Όταν κα ρητός, γράφεται ὡς κλάσμα . με ακέραιους όρους και 4-0. Τότετο 
4 


γινόμενο π]α είναι πάντα άρτιος ακέραιος για κάποια τιµή του Π και πάνω (είναι 
τελικά άρτιος όπως λέμε). 


Άρα η παράσταση πὶπ-α είναι τελικά άρτιο πολλαπλάσιο του π. Συνεπώς 


συν’ (η!π κ) είναι τελικά 1, συνεπώς και το Ππισυν” (αἰσκ)| αἲς 


η» χο 
Άρα, Γ(α)- βε(α--/).|-α. σχεδ. 

Αν αχ άρρητος, τότε η παράσταση Π]χ:π για κατάλληλα µεγάλο η, πλησιάζει ένα 

άρτιο ή περιττό πολλαπλάσιο του π., χωρίς να γίνεται ποτέ ίσο µε αυτό. Τότε, 

όµως η παράσταση συν” (αἰπ : κ) πλησιάζει το 1 και το --Ι, αλλά ποτέ δεν γίνεται 

ίση μ᾽ αυτά, ενώ γενικά ισχύει η ανισοταυτότητα --ἰ-συν'(πιπα)«] Αν 

δεχθούμε, π.χ. ότι 


συν’ (η]κ.π)-- Γ(ηίχπ --2κπ.κεβ)ο(ηκ-2κ. κεβ)- 


2κ κ. ὁ 
ς ροκ ϱ) - χρητός, άτοπο! 
η] 


Άρα, -Ι«συνηπ.κ«Ιή [συνηϊπα «1, ν εὸ. 


Τότε, όμως το πι συν’ (π]πκ)-- 0, αφού «ας γνωστόν ὁταν 
ᾖ-» ου 


μὴ «1 πι ν’ 0. 


π--»Γοο 


Άρα, /(α)Ξβγ(α-β):0-β. νχεξὶρ. 


Ὑπάρχουν κλαδικές συναρτήσεις, οἱ οποίες δεν είναι γνωστό ακόµη αν έχουν 














αναλυτική έκφραση. Μια τέτοια είναι η 


-ἰ,. αν χΕεΝ και χπρώτος 
{Γ(α)Ξ4Ι, αν ΧΕΝ και κ σύνθετος 

0Ο, αν χαεΝνΝ 
Αν βρεθεί τέτοια αναλυτική έκφραση, αυτό θα σηµαίνει ότι έχει βρεθεί τύπος που 
να δίνει τους πρώτους αριθμούς, πράγμα πάρα πολύ δύσκολο και όπως 
υποψιάζονται οι αριθµοθεωρητικοί μαθηματικοί, μάλλον αδύνατο, αφού δεν έχει 
βρεθεί τύπος, ούτε για ειδικές περιπτώσεις πρώτων, παρ᾽ όλες τις γιγαντιαίες 
προσπάθειες που έχουν καταβληθεί γι αυτό από µέγιστους μαθηματικούς. 


Φυσικά τα προηγούμενα μπορούν να καταπέσουν αν βρεθεί ένας τύπος για τους 
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πρώτους, αφού ανάλογες «υποψίες» είχαν εκφρασθεί και για την τελευταία 
εικασία του Εετπιαί που έπειτα απὀ προσπάθειες αιώνων απεδείχθη απὀ τον 


Ἠ/α]Ης το 1996. 


3.}. ΠΕΔΙΟ ΟΡΙΣΜΟΥ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 








1. Να βρεθούν παραδείγματα συναρτήσεων µε πεδίο ορισμού 
α) Το κενό σύνολο 

ϱ) Μονοσύνολο 

Υ) Δισύνολο 

ὃ) Άπειρο αριθμήσιμο σύνολο 


ε) Άπειρο υπεραριθµήσιµο σύνολο 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

α) {: {(α) -/ημκ--2 «Για την Γ πρέπει ημχ- 220 που είναι αδύνατη ανίσωση. 
Άρα Π()Ξ 2. 
Πρέπει όμως να σχολιασθεί, ότι ή έννοια “συνάρτηση” έχει εζ ορισμού νόημα μόνο 
για µή κενό σύνολο ορισμού. Καταχρηστικά καὶ οριακά εδώ δεχθήκαµε την έννοια 


«δεν ορίζεται συνάρτηση» ὡς ισοδύναμη τής έννοιας «συνάρτηση µε πεδίο ορισμού 


το κενό». 
ϱ) (1) 5λναχ-2γλνδ-α. Πρέπει («-2350 και 32-α«2θ)ς(«Ξ3). Ἆρα 
Η(6)Ξ 13). 


Ὢ) ἠ(α) γα --ᾱκ 21 κὐ «3-2. Πρέπει 





(α” -3κ-«23240 και --ᾱ- «2χ-22θ)ο(κ-δ)[(ας1 ή κ22) και «κς2)] 


«»(αξ]ή κΞ2). Άρα Π(Ξ 41.21. 
ὃ) φία)Ξξ νηµα --Ι. Πρέπει 


ην 120 «ημκΣΙ«λημι 1ο [ασε Σικερ]. 


Άρα Η(φ)Ξ αλα .. 5, ΚΕεΡβ µε άπειρο, αλλά αριθμήσιμο πλήθος στοιχείων. 


Πράγματι, μπορούμε να θεωρήσουμε την απεικόνιση 


1.5 


2λη αν ΠΞ2λ 
σ:ὸ-»Η(ᾳ) µε σ()- 22, αν ΠΞ2λ-ς1 
ον αν ηΞ0 
η οποία είναι προφανώς “1 --Ι”' και “επί” καιάρα | Η(6)Ξλ ο. 
ϱ) {(α) Ξ ν-κ25κ--.. Πρέπει --ᾱ- «δχ-6Σσθ92«κς3. Άρα Η(/)Ξ[2.3]. 


το οποίο είναι υπεραριθµήσιμο και έχει την ισχύ του συνεχούς, οι 








2. Να βρεθεί αναλυτική έκφραση συνάρτησης µε («μέγιστο)) πεδίο ορισμού. 


οποιοδήποτε πεπερασμένο αριθμητικό σύνολο. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν 4ξίαια.... αι} µεαιεο ξ]()ά . Τότεθεωρώ την { 





Γα)τ γα -αιίκ--αλ)..(α--αι) Εν (α--αιίκ--αλ)..(α--αι). 
Ἐκ κατασκευής, οι υπόρριζες ποσότητες είναι ετερόσηµες. 
Εκεί όπου η µία γίνεται θετική, η άλλη γίνεται αρνητική και τούμπαλιν. Αφού 
απαιτούµε και για τις δύο να είναι µη αρνητικές  συναληθεύουν εκεί που 
µηδενίζονται, δηλ. στις κοινές ρίζες των υπορρίζων ποσοτήτων, που είναι οι 


αι,α.....,αμ. 


Ἐπομένως Η()Ξξ{αι,α.....αμ}. 


3.2ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΚΑΙ Η/Υ 





1. Όταν µία συνάρτηση έχει πεδίο ορισμού σύνολα της µορφής (-.90,ο0ο). 
(α.ο9). (--.ο,α))(ῇ,οο) κ.ο.κ. λόγω του απείρου μήκους των διαστημάτων 
ορισμού, µόνο ένα τµήµα τῶν συναρτήσεων μπορούμε να απεικονίσουµε. Για 
τη συμπεριφορά στο -οο ή -οο ήα ή β έχουµετις οριακές τιµές σε αυτά και 
τις ασύµπτωτες. Ὑπάρχουν όµως συναρτήσεις οι οποίες δεν μπορούν να 
αποδοθούν γραφικά ούτε καν σε ένα μικρό υποσύνολο του πεδίου ορισμού 
τους, ούτε τώρα. ούτε στο απώτατο µέλλον, από οιονδήποτε και οσοδήποτε 


εξελιγμένο Η/Υ. Να δοθούν παραδείγματα: 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


χ αν α ρητός 
-- αν α΄ άρρητος 


τη. ώτ] 
μα) αν αχ µρητός 


Ἶ όπου ᾖ, 6 έχουν το πολύ 
ο(χ) αν α΄ άρρητος 


Γενικότερα {: {(4)Ξ | 


αριθµήσιµα κοινά σηµεία.(δεν εξετάζω για υπεραριθµήσιµα σηµεία) 

Γι αυτές τις συναρτήσεις, οποιονδήποτε περιορισμό τους να σχεδιάσουμε π.χ. 
Γ α,β] µε οσοδήποτε μικρό το |ᾖ--α| σε αυτό θα έχουµε άπειρες (αριθµήσιμµες) 
τιµές για τους υπάρχοντες ρητούς και άπειρες (υπεραριθμήσιμες) τιµές για τους 
υπάρχοντες αρρήτους. Επομένως ουδείς Η/Υ είτε τώρα είτε στο απώτατο μέλλον 


δύναται να σχεδιάσει ικανοποιητικά. 


3.4. ΦΡΑΙΓΜΕΝΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 





1. Να δοθούν τρεις άπειρες οικογένειες συναρτήσεων που να είναι: 
α) Άνω φραγµένες από τον λεὂ 

β) Κάτω φραγµένες από τον ΟΕ0 

γ) Φραγμένεςµε λ« {(α) κκ. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

α) Ἡ οικογένεια των {: Γ(ὰ) -- α(κ-- ϱ) 0 Ελ. α« 0 είναι άνω φραγµένη από το Ἅ. 
και μάλιστα έχει μέγιστο στη θέση ΧΞ 4 το {(0)Ξ)λ. 

β) Ἡ οικογένεια των σ:: σ(κ) -- αία--ϱ);Ρ --Κ. α 0. είναι κάτω φραγµένη από το ἆ 
και μάλιστα έχει ελάχιστο στηθέση κΞθτο /(β)ξκ. 

γ) Μια γνωστή οικογένεια φραγµένων συναρτήσεων είναιοι {:({(4α)ξα-ημχ-ῥῤ, 
αεὂ͵,,αεῦ. 


Επειδή -ἰ-ημες1 νχεθ,θαισχύει-α-β«αημιεεβςσα--β (α5»0). 


αἂ-λ 
-αΈβςξλ . 
Οπότεαν “ερ έχω 2 («5 λ). 
αξβξκ Κελ 
..- 
κ-λ κ-ςλ 
Δηλ. οσο αρης 


2 


155 








2. Να δοθεί παράδειγµα κάτω φραγµένης συνάρτησης σε διάστηµα και της 


οποίας, οποιοδήποτε περιορισμός σε υποδιάστηµα να µην είναι άνω φραγµένη 





συνάρτηση. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώτην {Γ:[0.1] κ: 
0 αν αχ άρρητος 
Τα) - ἐπ αν χ-- πιπεὸ και (πι, η) Ξ 1. 
1 αν κ 0 
Προφανώς είναι κάτω φραγµένη από το 0. 


Ἡ {δεν είναι άνω φραγµένη σε οποιοδήποτε διάστηµα [α,β] ς-[0.1]. Θα το δείξουμε 


με απαγωγή σε άτοπο. 


Ἴ 


γ 
0 
9 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
Ί 





Μια συμβατική γραφική παράσταση αυτής της "περίεργης" συναρτήσεως. 
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Έστω ότι η Γ/α.β] είναι άνω φραγµένη απὀ το φεὂ. Τότε 3Γεὸ:ῃπ»Σφ και 


επίσης πρώτος Ρ: 021. Τελικά καιτο ῥ είναι άνω φράγµατης {/Γ/α.β] (1. 





1 1 
Ἐπίσης 3 πρώτος Ρ)ὸ/ρ με ϱ Σ ρα] ]β--α|»--;. Τότε αν διαµερίσω το [0.1] 


: : : ναό ; . ” 
σε ίσα διαστήµατα πλάτους ---;. τότε το [α.ᾖ] θα περιέχει ρητό της µορφής ---». με 
.. 


ας ῥ και (α,ϱ)Ξ]1 και 5] Ξ Ρ’ »φ άτοπο. 
.. 
Μια άλλη συνάρτηση που πληροί τις ίδιες προὐποθέσεις είναι η 


ο 


η, αν το δεκαδικό ανάπτυγµα του χ περιέχει η ακριβώς 5- κ, 


--1, αν το δεκαδικό ανάπτυγμα του αχ περιέχει άπειρα 5 -άρια. 
Και γι αυτήν ισχύει, ότι ο περιορισμός της {σε οποιοδήποτε διάστηµα (α,β) ς« ὂ 
οσοδήποτε «στενό» (δηλαδή | β--α| οσοδήποτε μικρό) η {δεν είναι άνω φραγµένη. 
Πράγματι, αν υποθέσουμε ότι η {ΓΛα,.β) είναι φραγµένη άνω από το φεὂο. τότε 
υπάρχει π’ εὸ:π’ Σφ καιη /Γ Λα. β) θα είναι φραγµένη άνω επίσης απότο π’. 
Πάντα υπάρχει ρητός Ρ ε(α.β). Αν αυτός περιέχει στο ανάπτυγμα παραπάνω από 
π’ πεντάρια, τότε έχω άτοπο. 
Αν το ανάπτυγµα του ῥ περιέχει λιγότερα από π’ πεντάρια, τότε έχω τα παρακάτω: 
ο α«ρ«ῄῤ 
ο Ι[ροβαίνω στην παρακάτω περιγραφόµενη κατασκευή: 
Αρχίζω και αριθµώ τα ψηφία του α και του 2, έως ὀτου συναντήσω το πρώτο µη 
κοινό τους ψηφίο στο ανάπτυγμα }, έστω το { (το { δεν µπορεί να είναι 0). 
Μειώνω το {κατά 1 και έχω το ψηφίο {-]. 
ο Συνεχίζω την αρίθμηση των ψηφίων του α έως ὀτου βρω το πρώτο ψηφίο του α 
που δεν είναι 9, έστω κ.) Αυξάνω το κ κατά µία µονάδα και έχω το ψηφίο κ-- |. 
ο Θεωρώ τον αριθµό Ρ’ που αποτελείται από το πρώτο κοινό µέρος τῶν α και ρ. 
ακολουθεί το ψηφίο {-Ι., ακολουθεί το µέρος µε τα (τυχόν) 9-άρια, το (κτ1) και 


τέλος προσθέτω (Π’ «Ε 1) πεντάρια. Δηλαδή ο κ’ έχειτην µορφή: 





κ 


κ ”. / / /, ΄. 
) ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Για να ισχύσουν τα ανωτέρω, το δεκαδικό ανάπτυγμα τῶν αριθμών δεν 
επιτρέπεται να είναι στην µορφή µε τα άπειρα ΌὉ-άρια. Αν Κάποιος έχει άπειρα εννιάρια, τον 


µετατρέπουµε στην ίση µορφή του. ΠΠ. χ. 2.45699909...Ξ3.45700000. 
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Ρ Ξαιαραι..αι({-- 99999...9(κ-Γ1555...5. 


π-Εἰ 
Ἰσχύειότια« ρ'«ρς β. διότι: 
(ϐ Το ψηφίο ({ --Ι) τον καθιστά μικρότερο του 2, ότι κι αν ακολουθεί. 
(1) Το µέρος 999...9(κ -- 1) τον καθιστά μεγαλύτερο του α 
(19Η προσθήκη τῶν /’ -Εἶ πενταριών δεν επηρεάζει την διάταξη του μεταξύ των 
α και ρ. 


Τότε όµως θα έχω [ (0) Ξ ’ «ΕΙ. άτοπο! 


3.5. ΑΡΤΙΕΣ-ΠΕΡΙΤΤΕΣ ΚΑΙ ΠΕΡΙΟΔΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 








1. «Ὑπάρχουν άπειρες συναρτήσεις που να είναι ταυτοχρόνως ἁάρτιες και 


περιττές).Να εξετασθεί η αλήθεια ή µη του παραπάνω ισχυρισμού 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν 4 το πεδίο ορισμού µιας άρτιας και περιττής συνάρτησης, τότε, 
νῦχεά,και-χεαά και {(4)- {(-α)Ξξ- {(). Νχεά. 
Από πρώτο και τρίτο µέλος έχω 

{005-229 -02/.)-0. 
Επίσης αν [(α)Ξ0 τότε {(4)- {(-α). 
Άρα η μηδενική συνάρτηση είναι η ζητούµενη. 
Λέγοντας όμως «μηδενική συνάρτηση» κατά σύμβαση εννοούμε το ευρύτερο σύνολο 
στο οποίο αυτή ορίζεται δηλαδή το ὃ. Όμως θεωρώντας οποιοδήποτε σύνολο 4ς ὃ 
που είναι συμμετρικό ὡς προςτο 0 λαμβάνουμε µια άπειρη οικογένεια μηδενικών 
συναρτήσεων της µορφής 

Γ14-»ί0 µε /9)-0, 

οι οποίες είναι περιορισμοί της µηδενικής δε συμμετρικά ὡς προς το 0 υποσύνολο του 


6, οι οποίες θεωρούνται φυσικά ὡς διαφορετικές μεταξύ τους συναρτήσεις. 








2. Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης / έτσι ώστε να είναι ταυτοχρόνως περιοδική 


και µη περιοδική συνάρτηση. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Φυσικά και δεν υπάρχει τέτοιο «παράδειγµα» αφού αν υπήρχε θα 
παρεβίαζε την αρχή της αντίφασης της Αριστοτέλειας Λογικής. 
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Κάθε τι, ή είναι ή δεν είναι. Δεν µπορεί να είναι και τα δύο μαζί ή κάτι άλλο (Αρχή 

της του τρίτου ή µέσου αποκλίσεως). 

Με µαθηµατική ορολογία ακριβέστερα έχω: 

Για κάθε πρόταση Ρ(4) ένα µόνο από τα δύο ακόλουθα θα συμβαίνει: 

ο ΄Η θα είναι αληθής ή Ρ(4) 

ο ΄ἩΗ θα είναι αληθής ή--ι Ρ(4). 

Εάν µπορεί να δημιουργηθεί κάποια συζήτηση για τέτοια θέµατα θα συμβαίνει ένα 

τουλάχιστον από τα παρακάτω: 

ο Λεν αναφερόμαστε στην κλασική Δίτιμη Αριστοτέλεια Λογική 

ο (ϱ) όρος «περιοδική συνάρτηση» δεν έχει το ίδιο περιεχόµενο στις δύο 
περιπτώσεις. 


Ὑπάρχει ο εξής ορισμός στην βιβλιογραφία για τις περιοδικές συναρτήσεις: 


ΟΡΙΣΜΟΣ Α: «Μια συνάρτηση θα λέγεται περιοδική, αν και µόνο αν υπάρχει 


ελάχιστη θετική περίοδός της.» 


Σύμφωνα µε αυτόν τον ορισμό η σταθερή συνάρτηση Γ όπως και η συνάρτηση του 


Ι αν α΄ ἀάρρητος 


Ειτίιοῃ]οί κὠ-1 | δεν είναι περιοδικές αφού γι αυτές δεν 


0ϐ αν α΄ µρητός 
υπάρχει ελάχιστη θετική περίοδος. 

Πράγματι, αν Τε0 για τη σταθερή συνάρτηση { έχω σχεὂ, α9ἘΤεὂ και 
Τ(α ΣΤ) - {(9)Ξ 6 όµως δεν υπάρχει ελάχιστη θετική περίοδος, αφού αν υπήρχε 


κ Τ ι 
έστω Τ. η ελάχιστη, τότε και η οι θα ήταν µια περίοδος για την οποία ισχύει 


κ 


Τ « 
-π-«Τ άτοπο. 
2 
Επίσης κάθε ρητός αριθµός Ρ είναι περίοδος της συνάρτησης του ὨΙτιοβ]εί, αφού 


1. (Αν χάρρητος, ρ ρητός, τότε Χρ Ξ άρρητος) 
δρ) εί). 


0. (Αν αχ ρητός, ρ ρητός, τότε χ--ρΞ ρητός) 
Προφανώς, ελάχιστος θετικός ρητός δεν υπάρχει, άρα κι’ αυτή δεν είναι περιοδική 
σύμφωνα µε τον ορισμό Α. 


Αν όµως δώσουμε τον συνήθη ορισμό είναι περιοδική (Συνήθης) 
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ΟΡΙΣΜΟΣ Β: Μια συνάρτηση θα λέγεται περιοδική αν υπάρχει Τ εδ᾽, έτσι ώστε 
νχεΗ(/) «ΕΤεΠΗ(/) και Γ(α)Ξξ Γ(α--τ)Ξ {(« τ). 
Άς σημειωθεί ότι µπορεί µε κάποιον άλλο ορισμό να µην απαιτείται κ-ΤεΠΗ() 


για συναρτήσεις µε πεδίο ορισμού π.χ. το (0.3-ο0) 





3. Είναι γνωστό και µπορεί εύκολα να αποδειχθεί ότι αν Γ/ ὃ είναι περιοδική 


και παραγωγίσιµη. τότε /'/ ὃ είναι επίσης περιοδική. Ισχύει το αντίστροφο; 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Γενικώς δεν ισχύει το αντίστροφο. α.χ. Έστω {: {(9)ξαΕημα 
Ψχ εὂ͵, η οποία δεν είναι περιοδική. Αν δεχθούμε ότι είναι, τότε θα υπάρχει Τ εὂ ἑ 
Τί -Τ)- {() νχεὂ-» 
ΧΕΤ-ςημ(α-ΓΤ)ξκΓημ, νχεθ-» 


ημχ--ημ(α-ΞΤ)ΞΤ, νχεὂ-» 


ή. )ήκεσ)]-τ. νχ εὐ-» (Τ -« 0) 





Τ Τ -- 
συν] χ-- Ξ- . νχΕΟ άτοπο, 


-2ημ-- 
Πμ2 


: . Τ . ε 
διότι η συνάρτηση συήα .. 5) δεν είναι σταθερή. 


Ἐπίσης / (4) Ξ1-- συνχ είναι περιοδική µε πρωτεύουσα περίοδο Τ:-2π. αφού 


Τα 2π)Ξ1-Γσυν(2π--α)Ξ1-«συνχ- {(α). νχεθ. 


3.6.ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΠΑΡΑΛΕΙ ΜΑΤΟΩΝ 
Α. ΣΧΕΣΕΙΣ ΠΟΥ ΔΕΝ ΕΙΝΑΙ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
α) Λαμβάνουμε ένα υποσύνολο του καρτεσιανού γινομένου δύο συνόλων, το οποίο 
περιέχει µία τουλάχιστον δυάδα ζευγών της µορφής (αρ 21). (αρ. ν2) µε γι γ.. 
β) Λαμβάνουμε δύο συναρτήσεις Γ:[α.ῇ]-»6 . 
και :Ἠιδ]6. µε [αβ]ΩΓ.ὸ«ῶ, -- 
/(ῶ5 κ) ὕκε[α,β]ω[ν,ό] και 
ορίζουμε µία νέα σχέση, ὡς εξής: " 


.. αν .-. 
|) Ξ : 
δία) αν κε[.δ] 





Ἡ ᾖ δεν είναι συνάρτηση, αφού εξ’ ορισμού, υπάρχει αρ ε[α.β]ῶ[γ,ὸ] και 


Γίαρ) πε σ(ίαῃ). Δηλαδή για το ίδιο αρχέτυπο (το αφ) έχω δύο διαφορετικές 


εικόνες 


γ) Με γραφική παράσταση 


( Μια γραμμής που δεν µπορεί να παριστάνει συνάρτηση (δεν είναι ανάγκη να 


γνωρίζουμε την αναλυτική ἐκφρασή της) 


(1) Μιας γραμμής που δεν παριστάνει συνάρτηση και έχει γνωστή αναλυτική 


έκφραση (εξίσωση κύκλου, εξίσωση έλλειψης κ.ά.) 


(11) Κατασκευή µε Βένια διαγράµµατα σχέσεων που δεν είναι απεικονίσεις. 


(ιν) Κατασκευή οιουδήποτε σηµειοσυνόλου που δεν είναι συνάρτηση (εσωτερικό 


γεωμ. σχημάτων κ.τ.λ.) 


Ρ.ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕ(ΟΝ 


α) ΓΝΩΣΤΕΣ ΣΥΝΗΘΕΙΣ ΜΟΡΦΕΣ 


ο) 


() 


(49) 


(ν) 


(ν) 


(ντ) 


(νίθ) 


π 


Πολυωνυμικές: ία) -α,χκ" να, ΙΧ") Ε. Έαιχγαι με πθεὸ, 


αι ε. 


ης ο)” . 





»όπου Ρ(α), Ο(4) πολυώνυµα. 


Άρρητες: Όλες οι µορφές που περιέχουν την ανεξάρτητη μεταβλητή κάτω 
από ριζικό ή υπάρχει δύναμη ανεξάρτητης μεταβλητής µε εκθέτη ανάγῶγο 
κλάσμα. 

Εκθετικές; Συναρτήσεις που περιέχουν δύναμη µε την ανεξάρτητη 
μεταβλητή στον εκθέτη. 

4ογαριθµικές: Συναρτήσεις που περιέχουν λογάριθµο ανεξάρτητης 
μεταβλητής. 

Τριγωνομµετρικές: Είναι οι συναρτήσεις που περιέχουν ηµίτονο, συνηµίτονο, 
εφαπτομένη, συνεφαπτοµένη, τέµνουσα ή συντέμνουσα ανεξάρτητης 
μεταβλητής. 

Αντίστροφες Τριγωνοµετρικές: Όι αντίστροφες όλων των προηγούμενων 


τριγωνομετρικών: τοξ ημχ, τοξ συν αχ, τοξ εΦΧ, τοξ σφχ. τοξ στεµκχ, τοξ τεµχ. 
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(ντ) Οι υπερβολικές αντίστοιχες των τριγὠνομετρικών: Ὑπερβολικό ημίτονο 
(5ΙΠ/κ). υπερβολικό συνηµίτονο (οο5/ἠχ), υπερβολική εφαπτομένη (απ), 
υπερβολική συνεφαπτομένη (αοίἠα), υπερβολική τέµνουσα (5ες/χ), 


υπερβολική συντέµνουσα (ο5ς/χ). 
Ακολουθίες: Κάθε ακολουθία είναι συνάρτηση µε πεδίο ορισμού το ὁ. 


Κλαδικές συναρτήσεις: Συναρτήσεις που αποτελούνται από δύο ή περισσότερους 


κλάδους, κάθε ένας από τους οποίους είναι από μόνος του µια συνάρτηση. 


Συναρτήσεις απόλυτης τιμής: Συναρτήσεις όπου η ανεξάρτητη μεταβλητή είναι 


εντός απολύτου τιµής. Συνήθως μετατρέπονται σε κλαδικές για να μελετηθούν. 


Συνάρτηση ακεραίου µέρους: Συµβολίζουμε µε [αχ] και είναι «ο μεγαλύτερος 

ακέραιος που δεν υπερβαίνει το 1» ή ισοδυνάµως «ο μεγαλύτερος ακέραιος που είναι 

μικρότερος ή ίσος του αχ). 

Π.χ. [-2|:--2, [-2,6]ἱ:--3. [-2.4--35. [-0.]|-- -ἶἰ. [5:-32. [2.6:-2, 
[03]-0. 





Ισχύουν οι ιδιότητες: 
(ὢ [χ]σκ «[χ]-ε1 


(1) χξ[α]-ὸ, 0-«δς1 


Ὡ πο ο ο 








Συνάρτηση πρόσημο: Συμβολίζεται µετο 56η από την λέξη σἱσπιπι (: πρόσημο) 
-ἶ αν κς«ςῦ 
Τί)ςδσηχξ« 0 αν α«Ξ0θ.. 
1 αν χκ20 
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Η συνάρτηση πρόσημο” 


Συνάρτηση δεκαδικὀ µέρος: Συμβολίζεται µε {αἱ {Γ(α)ξ{αξκ--[α] ισχύει ότι 
θς{ο«Ι νχεὂ και {-250, {-2,6:Ξ0,4, {-θ.2-0,7. 6-0, {2.650.6. 
{0:31 0,3. 





α΄. 


Συνάρτηση του ΠἱγΙΟΠΙ6Ι: 








Φ]ς αν α - 


0 αν α΄ ἀάρρητος 

Πρόκειται για ένα ιστορικό αντιπαράδειγµα συναρτήσεωῶς µε πεδίο ορισμού το ὂ και 
πουθενά συνεχής. 

Ουσιαστικά είναι το «πασπαρτού» των αντιπαραδειγµάτων. Κατατάσσεται στις 
«παράξενες» συναρτήσεις, αφού η εξέλιξη και η πρόοδος του Απειροστικού 
Λογισμού βασίστηκε στην µελέτη φυσικών φαινομένων που στην ολότητά τους 
περιγράφονται µε συνεχείς συναρτήσεις ή τουλάχιστον κατά τμήματα συνεχείς. Αυτό 
ήταν πηγή αυθαιρέτων γενικεύσεων και λαθών της διαίσθησης στα οποία η 
συνάρτηση του ΠΙτὶςβ]οί τα αντιπαραδείγµατα τις καταρρίπτει. 

Από καθαρά µαθηµατική άποψη είναι κι’ αυτή µια συνάρτηση όπως όλες οι άλλες, 
µόνο που δεν ανταποκρίνεται στο σύνηθες νοητικό υπόδειγμα που έχουν οι άνθρωποι 


(και οι μαθηματικοί) για το τι είναι συνάρτηση. 
Σταθερή συνάρτηση: Είναι η συνάρτηση μετύπο {: [ίαΞο, οεΌθ. 


Οµμιοπαραλλήηλική συνἀρτήηση: Έτσι αποκαλούμε την απλή πολυωνυµική 
Τ./α)ξαβμεαςθ, ρςο. 
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Γραμμική συνάρτηση: Συνήθως έτσι αποκαλείταιη {: {ία)-α.χ, α-θ. 
Τριωνυµική: Γ: Γ(α) -- αχ’ ΕβΧΥ, α-θ. 


Οµογραφική: {ι ῶ-στβ. Υ30, αὃ -ῥγ30. 
γχ -Ε ὃ 


Ας σημειωθεί ότι όλα τα προηγούμενα ονόματα τῶν διαφόρων μορφών 


συναρτήσεων, αφορούν μορφές στις οποίες έχουν γίνει όλες οι αλγεβρικές αναγωγές. 


ϱ) ΣΥΝΔΥΑΣΜΟΣ ΤΩΝ ΠΡΟΗΓΟΥΜΕΝΩΝ 
(ϐ) Με πράξεις μεταξύ των συναρτήσεων /Γ56,, . όπου αυτές ορίζονται 
4 


(1) Μετην πράξη της σύνθεσης συναρτήσεων {ος όπου αυτή ορίζεται 
ΓΤΓ.ΚΑΤΑΣΙΚΕΥΗ ΦΡΑΙΜΕΝΟΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 


8.) Εκμεταλευόµαστε την πρόταση: 
«Αν {1 :4ι-» ΜΒ και {2:4,) -»Β µε Αι Ωά42Ξξ 4ΑςίὈ είνα φραγµένες στο 4. 
τότε και οἱ 
(ὐ Ἡ ε {0 είναι φραγµένη στο 4 
() Ἡι το είναι φραγµένη στο 4 


(11)  α-.ῃ. αςθ. είναι φραγµένη στο 4». 


2) Ομοίως εκμεταλευόμαστε την πρόταση: 


«Αν η /Γσυνεχής στο [α. β]. τότεη Γφραγμένη στο [α.β]». 


Δ. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΑΡΤΙ(ΟΝ-ΠΕΡΙΤΙΥΩΟΝ ΚΑΙ ΠΕΡΙΟΔΙΚΟΝ 
ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 


ΑΡΤΙΕΣ: 
α) Παίρνουμε µία τυχαία συνάρτηση { µε συμμετρικό ὡς προς το 0 πεδίο ορισμού 
και σχηµατίζουµε την συνάρτηση σ: σ(α)- {(α) -- {(--) που είναι πάντα άρτια. 


β) Το γινόμενο δύο αρτίων συναρτήσεων είναι µια νέα άρτια συνάρτηση. 
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γ) Το άθροισµα ή η διαφορά δύο αρτίων συναρτήσεων είναι άρτια συνάρτηση. 

ὃ) Αν η { είναι άρτια, τότε καιη | {| είναι άρτια. 

ε) Αν σ| 4. όπου 4 συμμετρικό ὣς προς το 0 σύνολο, {| και σάρτια, τότε η 
Τους είναι άρτια. 

στ) Αν σ| 4. όπου 4 συμμετρικό ὥς προς το 0 σύνολο, σ περιττή, /Γ|ὃ άρτια, τότε 
Γος άρτια. 

Ὁ, Κάθε πολυωνυµική συνάρτηση της οποίας οι εκθέτες όλων τῶν δυνάµεων του α 
είναι άρτιοι,͵ είναι άρτια. 


η) Αν /Γ περιττή και παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισμού της, τότε η {/’ είναι άρτια. 


ΠΕΡΙΤΤΕΣ 
α) Παίρνουμε µία τυχαία συνάρτηση { µε συμμετρικό ὡς προς το 0 πεδίο ορισμού 
και σχηµατίζουµε την συνάρτηση ο: σ(α)Ξ ο που είναι πάντα 


περιττή. 

β) Το άθροισμα ή η διαφορά δύο περιττών συναρτήσεων είναι περιττή συνάρτηση. 

γ) Το γινόμενο άρτιας επί περιττή συνάρτηση, δίνει περιττή συνάρτηση. 

δ) Αν η / είναι περιττή συνάρτηση και “1--Ι3,τότε η ΓΙ! και η οποία είναι επίσης 
περιττή. 

ε) Αν σ| 4. περιττή και /Γ|ὁ περιττή. τότε /Γοσ| 4 είναι περιττή. 

στ) Κάθε πολυωνυµική συνάρτηση µε περιττούς εκθέτες τῶν δυνάµεων του κ, είναι 
περιττή συνάρτηση. 

Ὁ. Αν / είναι άρτια συνάρτηση και παραγὠγίσιµη, στο πεδίο ορισμού της, τότεη {’ 


είναι περιττή. 


ΠΕΡΙΟΔΙΚΕΣ 

α) Θεωρούμε µια οποιαδήποτε συνάρτηση {ρ/ 4 --[0,α) η οποία έχει το παρακάτω 
γράφημα: {ο 

Από την {ᾳ. µε επαγωγικό τρόπο, μπορώ να παράγω τις 


συναρτήσεις: ὐ 
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{η(α) Ξ Γο(α-- πα)/ 4, Ξ[πα,(η-1)α) 
Τί) Ξξ {ο(ία Επα)/ 4 , Ξ[-πα.(--ῃ -Ε 1)α) 


Οι γραφικές παραστάσεις των {;, Γ,, προκύπτουν µε παράλληλη µεταφορά κατά 
τον άξονα αχ’ της γραφικής παράστασης { κατά π-:α δεξιά ή αριστερά, 
αντιστοίχως. 
Τελικά η συνάρηση ᾖΓἱὸ που έχει κλάδους τις συναρτήσεις 
Γι] 4 Ξ[κα,(κ- ία). κεβ είναι περιοδική µε περίοδο α. 
β) Αν η {| 4. εἶναι περιοδική µε πρωτεύουσα περίοδο Τ20, αγ. και βε0. 


τότε η συνάρῃρηση ο: σ(α)Ξ Γίαχ- β) στο πεδίο ορισμού τῆς 





Ας Ξ ἃ εὐ:Ἀγεάρια- 2 . είναι περιοδική µε πρωτεύουσα περίοδο ο 
γ) Από ειδικές περιπτώσεις γνωστών περιοδικών συναρτήσεων: 
(ϱ {ια ξαημ(όχ-Εγ)--δ έχει πρωτεύουσα περίοδο Τ- ο (0350, αγ-θ). 
(1)  σ:σ(α)Ξξ ασυν(όχ-Εγ)- ὃ έχει πρωτεύουσα περίοδο ΤΞ . (0350, α-0). 


(11) 1: (α)ξ α.εφ(όχ-Εγ)--δ έχει πρωτεύουσα περίοδο Τ- : (0350, αγθ). 


(ιν) «οφ: φ(α)Ξξα.σφ(ῷχ-Εγ)--δ έχει πρωτεύουσα περίοδο Τ- . (0350, αγθ). 
(ν)  { ἁταγξαχ--[αχ]--β,. α»θ. βεο είναι περιοδική µε πρωτεύουσα 
; 1 
περίοδο Τ---. 
α 


δ) Αν Γ|ὁ είναι “1--Ι και σ| 4, περιοδική, τότεκαιη /961| 4, εἶναι περιοδική. 


ε) Αν. Γ|6 τότεκαιη /’|ὁ περιοδική 
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ο Αλ τα ΡΣΟΦΛΙ 


4.1.ΥΠΔΡΞΗ ΚΑΙ ΜΗ ΥΠΔΡΞΗ ΟΡΙΟΥ 





1. Να παρατεθούν εκφράσεις µε όρια. οι οποίες στερούνται νοήµατος ορίου. 


λόγω µορφής του πεδίου ορισμού τῶν συναρτήσεων. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


α) πι 


χ--»-Γοο 


Ἡ έκφραση Ίπι μ αχ -κΕἰ σα] α «0 δεν έχει νόηµα ορίου, διότι το τριώνυµο 


χ-ὸ» Του 
αχ -ᾱΕἰ έχει διακρίνουσα Δ-]--4α»θάρα έχει δύο διακεκριμένες ρίζες 


πραγματικές , ῥῃ. ϱ2, Και η συνάρτηση έχει π.ο.Φ( /)ζ[ρι,ρ,] . Το -οο δεν είναι 


σ.σ.του Η 4 ), άρα δεν έχει νόηµα ορίου η έκφραση πι (/ω -χἙἰ-- κ), α-θ. 


χ-» ου 


β)Αν /:[α,οϱ)-»ὅ με /ία)]-νχ-α, 


τότε: η έκφραση. Ιίπι {(α) δεν έχει νόημα, διότιτο -οο δεν είναι σ.σ. του Η ( η 


γ) Αν { (8) Ξναχ-ἰ να --3χ2., τότε για να ορίζεται η συνάρτηση . πρέπει 
(α--130) και κ) --3χ.2320 «σα ε)ι)[2οο)-- Η(/). 


Ἡ έκφραση Ππι/{ (8) στερείται νοήματος, διότι το 1 είναι μεμονωμένο σηµείο του 
χ-»ὶ 


πεδίου ορισμού της. 


χ --5χ-Γ6 


δ) Α: Ξοσ----ἵ-- 
) να)  οσυπτη: 


.Ἡ έκφραση Ππι/{ (4) επίσης στερείται νοήματος, διότι 
χι 


Η 4 )- (- σο,2) ω (3,κοο)και το 1 δεν ανήκει στο πεδίο του ορισμού της. 





2. Ένας φοιτητής που προγυµνάξει έναν υποψήφιο . του δίνει την εξής ρητή 
οδηγία: «Πριν ασχοληθούμε µε τον υπολογισμό ενός ορίου του τύπου 
χ--λαςξΙδ. η πρώτη µας δουλειά είναι να δοκιµάσουµε αν υπολογίζεται η τιµή 


της συνάρτησης για χξα . Τότε υπάρχει σίγουρα το όριο!» 








Κατά πόσον είναι εὔὐστοχη η υπόδειξή του; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 





Είναι λανθασμένη. Ἡ πρώτη µας δουλειά είναι να βρούμε το πεδίο ορισμού τῆς 


συνάρτησης και το κατά πόσον το α είναι ή όχι σ.σ. του πεδίου ορισμού της {. 
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Στην περίπτωση Υ) του προηγούμενου ζητήματος, για χΞΙ έχω Γχ)Ξ0. Παρ’ όλα 


αυτά, ο όριο της Γστο 1 . δεν έχει νόημα. 








3. Να παρατεθούν παραδείγματα ορίων, για οποία να έχει νόηµα η κατ᾽ αρχήν 


αναζήτησή τους, αλλά τα οποία τελικώς να µην υπάρχουν. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


1 
Ώμπτη ΧΞ0 
Χ 


α) Γιατην /{(5)- θα δείξουμε ότι δεν υπάρχει τελικά Ἠπι / ία). 
α-»0 


ο, κο 
Παρατηρούμε ότι Η({)ε ὅ και το 0 είναι σ.σ. του Η(] ), άρα έχει νόηµα κατ 


αρχήν η αναζήτηση του ορίου. 


Θεωρώττις ακολουθίες κ -- ο και νι . ο σµ 
π π (11-4π)π 
Ισχύει ότι, -λθκαι κ; -»0. 
' : ; κ 
Όμως, πι Γ (ας) Ξ Ππιηµ---Ξ πιημ(ηπ)-- 0 και 


Π-»οο Π-»οο χι 


π--»οο Π-»0ο 


πα {(α;) κ. ος ὕπνημ[2ην ν Ξ] 
α. ᾖ--λοο 2 
Δηλαδή, Ππι ία, ) - Ηπή (αἱ) και επομένως το πι { (8) δεν υπάρχει. Επίσης, η 
χ-»0 


1 
συνάρτηση ηµ-- ὡς φραγµένη. δεν µπορεί να έχει όρια τα Ἴνοο ή -οο. 
χ 


-]ιαν χ«] : . 
δεν υπάρχει το όριο της στο αΞ]. 
.αν χὸ] 


β) Για τη συνάρτηση /(α)- 


Αν υποθέσουμε τι υπάρχει το πι (0) -ι, τότε νεΣθ, υπάρχει 


χ-] 


ὃ--δ{ε)50: χε(Ι--δΙ--δ). κ» 1. τότε μα) -{«ε. (0) 
Αν χ21, τότεη (1) δίνει Ι-ἠ«ε : (2) 
Αν χ«1, τότεη (1) δίνει |-ἰ-ίικε. (3) 


Με πρόσθεση κατά µέλη των (2) και (3) έχω: 
2Ξ--1-1--[--ἠ--ι--ἠ μη -[-ἷ-ἠ«2ε- 


2 «Λε» 
ε»ι 


169 





Ἡ τελευταία σχέση, θα έπρεπε να ισχύει νε», όµως αυτό δεν συμβαίνει π.χ. 
για εξ ο 
᾽ 
Ἐπομένως,η { (3) δεν έχει πεπερασμένο όριο στο 1. 
Επιπλέον είναι και φραγµένη προφανώς, αφού -ἷς { (4) -. 
Άρα, δεν υπάρχει το Επι ο -- 


ο. 1 
Υ) Το Ίπι--ημ-- δεν είναι πραγματικός αριθµός. 
χ-ὸ0χ Χ 


Γι --ᾱ 
Πράγματι η συνάρτηση { (α)-- -ημ-- θεωρείται ότι δεν έχει όριο στο 0, 
ΗΝ. 


(σύμφωνα µε την άρνηση του ορισμού σύγκλισης στο 0) όταν «3ε20: σε κάθε 
διάστηµα του μηδενός να υπάρχουν χι, ἆ2 που να ανήκουν σε περιοχή του 


μηδενός, και |{α,)]--Γα.]2ε. 


Αν θεωρήσω ὡς διάστηµα του μηδενός της µορφής (α,0)ώ/(0,β)- Η και 





χι Ξ χο Ξ . µε π κατάλληλα µεγάλο ώστε χι,χ, ΕΗ , οσοδήποτε 
2πη --- 
2 


µικρές και να είναι οι απόλυτες τιµές τωνα, β., τότε: 











1 1 1 1 
μαι) - {ία.]- Ί 'ημ Ί Ί :Ώμ Ί - 
2πη 2πῃή οπή το οπή 


π π π π 
Ξ(οπη.ημί2πη)-! 2πή | ημι2πη-- Ξθ-ι2πη | ημ-ι- 
κ ή ν)ή ] ) ή 


4μ-ε1 
2 


4111 5 
ον ο 








Ξξ Ἴπι κα -αι 
2 








Οπότε αρκεί να θεωρήσω ὥς ετο π και άρα το όριο της { () στο 0 δεν υπάρχει. 


1 
ὃ) Το Ππιεφ-- δεν υπάρχει. 
χ--»-.0 Χ 


1 
Πράγματι, αν θεωρήσωτις ακολουθίες α, -------δθκαι αχ, - -»0. τότε 


πη 2Η η 
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/ (ο τορ-Ἱ--Ξεφδπη-0 20 


2πή 
1 


οπή εν 








{ιο)-- εφ τοπ] - ορς-ἰ »]. 


Δηλαδή, Ππι ία, ) Ξ0-ε[- πι κ ν επομένως η έκφραση πα - στερείται 
νοήματος πραγματικού αριθμού ή να είναι --οο ή να είναι -οο. 
ε) Η συνάρτηση { () Ξ συνχ. δεν έχει όριο στο Ἴοο. 
Πράγματι, αν χα, Ξ2ηπ-ὸ.οο,α; Ξ (2η 1] -ὸοο. 
Τότε, Γ{α͵)-- συνδηπ --Ι -» 
πα |- συν(2η επ -- -Ι-»-Ι. 


Άρα δεν υπάρχειτο ΠΠ συνχ. 


χ-»-Ε0 


Οµοίὠςκαιόταν χ-»-οο. 








4. Να δοθεί ένα παράδειγµα συνάρτησης /Γ:0 -»Ο για την οποία υπάρχει µόνο 


µία οριακή τιµή σε ένα σηµείο του πεδίου του ορισμού της. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω: /{Γ:0 -»6 µε 


ο] 9 ά αν αχ ρητός | 


-χ, αν χάρρητος 


1 1 πι : 
Τότεη Γέχει όριο στο αχ ον και μάλιστα Επη αν (1) Ξε σον δεν έχει όριο σε κανένα 


χ-δ-- 
2 














άλλο σηµείο του 
Πράγματι, µε το ακολουθιακό ορισμό της συγκλίσεως θα έχω: 


. 1 1 ς 
Ἔστω. κ, ΕΟ και «κο ο. ο νημεο. 


: ανα, ρητοί όροι 


























5 αν αχ, ρητοί 
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Θέτοντας «εκαι επιλέγοντας Ψε»Σθ ὃΞε ικανοποιείται ο ορισμός τῆς 





1 
τες 
2 





: 1 , | 1 
σύγκλισης στο ο] και όριο είναι το . 


Για κάθε άλλο σηµείο αι -ᾱ : µε αῃεὂ μπορώ πάντα να βρίσκω ακολουθία ρητών, 
έστω α;, που να συγκλίνει στο χο. 

Δηλαδή, α, -ὃ αρ, τότε και Γΐα, ) Ξα, -ὃαχρῃ. (10) 
Επίσης, μπορώ να βρίσκω ακολουθία αρρήτων, έστω αχ; που να συγκλάνει στο κο. 


Δηλαδή, α͵ --»αρ. τότε και {ία |- 19 ολα (2) 


1 
και από (1), (2) έχω αρα αρ ο. 


1 
Δηλαδή, δεν υπάρχειτο πι { (9), όταν κα ον 


χλὸ Χρ 








5, Ὑπάρχει συνάρτηση {Γ:ὁ -»ὂ η οποία δεν έχει οριακή τιµή σε κανένα 


σηµείο του Η(/}: 





αν ο 1, αν χρητό 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώτην /:6 -»ὀ: .. ρητος | 


0, αν χάρρητος 


Ισχυριζόµαστε ότι δεν υπάρχειτο πι/ (0, ξεὂὸ. 


α-»ξ 
Πράγματι, αν ὅ ε6 τότε πάντα υπάρχει ακολουθία ρητών (α,). και ακολουθία 
αρρήτων {α͵, ) που συγκλίνουν στον ἆ Δηλαδή, 

αχ, -»ὅ, από Ὁπεὸ, αι; -Σόμλ ξ πηεὸ. 

Τότε, Γία,) 1 -»1. 

Τότε, {{α’]--0-.0. 


Άρα, Ἅ]ίπι Γ(α) ἕ εδ. 


χ-δζ 
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6. Ένας φοιτητής της Πληροφορικής εκθέτει σε φίλο του φοιτητή των Μαθηματικών 


ένα πρόγραµµα υπολογισμού ορίων συναρτήσεων της µορφής Ππῃι { (0). Σύμφωνα µε 


αυτό (χονδρικά) έχουµε: 


ο) 


αὐ 


(13) 


(ν) 


Αν το χο δεν είναι σηµείο συσσωρεύσεως του Η 4 ), τυπώνει «Λεν έχει νόηµα 
το όριο). 


Αν το χο είναι σ.σ. του Η({) και αεΗ(]). το πρόγραµµα υπολογίζει το 
Ῥ 5, )και το τυπώνει ὡς όριο. 

Αν το αυ είναι σ.σ.του Η(/}., αι 6 Η(1} και αῃ εδ , το πρόγραµµα υπολογίζει 
το Γ{α,--ακαι Γ{αι--α). όπου α-- 10. και µε την προὐπόθεση ότι έχουν 
και οι δύο τιµές νόηµα. Αν είναι και οι δύο ίσες (µε κάποια προσέγγιση) και αν 
είναι μεταξύ κάποιων προκαθορισµένων φραγμάτων φ και -ϕ (φ20) τυπώνει 
το { (ας τα) ως το (κατά προσέγγιση) όριο. Αν όμως είναι οι τιµές 
μεγαλύτερες από κάποιο φράγµα 0 (050) ή μικρότερες από κάποιο --θ (050). 
τυπώνει την ένδειξη «-οο) ή «-οο» αντιστοίχως, ενώ όταν οι τιµές { δν -α). 
“. Γι --α) διαφέρουν πάνω από ένα προκαθορισμένο φράγμα σ, τυπώνει 
ανάλογες ενδείξεις αν στο αν είναι πεπερασμένο ή άπειρο και στο α 
πεπερασμένο ή άπειρο. (Δεν µας ενδιαφέρουν λεπτομέρειες σε αυτό το 
κοµµάτι του προγράµµατος). 

Αν το αυ είναι σ.σ.του Η(]}., αι6 Η(1}) και ας «6, (δηλαδή το «χο είναι --οο ή 
-οϱ) τότε όταν α -» 9ο, το πρόγραµµα υπολογίζει την { (ιο "και Τίαι κα). 
και αν τη βρει «πολύ µεγάλη» (δηλαδή μεγαλύτερη από ένα εκ τῶν προτέρων 
φράγμα) τυπώνει «Ίοο. Ὁμοίως για το -οο υπολογίζει την { ος και 


αποφαίνεται αναλόγως. 


Ο φίλος του φοιτητή των Μαθηματικών. του είπε ότι το πρόγραμμά του είναι μάλλον 
για τον σκουπιδοτενεκέ, ότι χρειάζεται διόρθωση Ὑενναία, παραθέτοντάς του 
αντιπαραδείγµατα. ΠΗροσέθεσε μάλιστα, ότι όταν ακοή { (8) -δ-υοοποτέ δεν 


μπορούμε να είµαστε βέβαιοι. 
Μπορείτε εσείς να παραθέσετε αντιπαραδείγµατα και να υποδείξετετις «τρύπες και 
τα αδύνατα σηµεία του προγράµµατος; 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Τα (1) και (11) είναι άψογα, αλλά τα προβλήματα αρχίζουν µετά. 


173 





ο. ος 1 
Για το (11). Αν { () Ξημ-/ο- ἴθ]και θέλω να υπολογίσω το Ἠππημ--. τότε αυτό 
Χ χ-»0 Χ 


δεν υπάρχει ( ). Οιτιµές { [ο - η και / [ο - 10730) θα βρεθούν ίσες και 
μάλιστα ανάµεσα στο --{ και |. 

Έτσι το πρόγραµµα αποτυγχάνει παταγωδώς. Για µια κάποια διόρθὠση, µπορεί να 
προταθεί να υπολογίζονται πολύ περισσότερες τιµές, µάλιστα µη συμμµετρικές ὡς προ 
το κο, δηλαδή {Γκι --1031} αι ιο) . 101}... ία, 101131}. και 
{ία Κ193}/α, Κ13} /ία, ΕΙθς ως, Κ10339) και µόνο αν είναι όλες 
«κοντά» σε κάποιον πραγµατικό να αποφαίνεται το πρόγραµµα ότι συγκλίνει σε 
αυτόν, αλλιώς να εκτυπώνει ὀτι «δεν υπάρχει το ὁριο». Για τις περιπτώσεις 
χ-ὃ Χρ, --»αρ μπορούν να γίνουν ανάλογες προσαρμογές. 

Για την περίπτωση (1ν) παρατίθεται το εξής αντιπαράδειγµα: 

Γα) 5 ημχ/ ὃ ,το Ίΐπι ην δεν υπάρχει, αλλά το Γιο" πι ) (ιού ) 

και µόνον όταν «πλησιάζουν» σε κάποια τιµή «πολύ κοντά» να τυπώνει το 
πρόγραµµα ότι υπάρχει το όριο, αλλιώς να τυπώνει «δεν υπάρχευ (ούτε τώρα είναι 
απολύτως ασφαλές το συμπέρασμα). 

Επίσης, αν σ(α)Ξ της, το πι .- δεν υπάρχει. 

Το ε[ιοῦ”) µπορεί να λάβει οποιαδήποτε τιµή µεταξύ --Ι03005 και «10: 

Ἐπομένως, και εδώ πρέπει να υιοθετηθεί απὀ το πρόγραµµα ο Όπολογισμός 
περισσότερων τιµών, δηλαδή να πάρουμε µια (πεπερασμένη αναγκαστικά) ακολουθία 
που να «τείνει» στο Ίοοπ.χ.Ι01”, 1030, 10... 10 καινα εξετάσουμε τις αντίστοιχες 
τιµές { (ιο ] ΐ ιο”. ) κ πο και να αποφανθούµε αναλόγως. 

Γενικώς, ο Η/Υ λειτουργεί µε πεπερασµένες πράξεις και µε όριο υπολογισμού, όσον 
αφορά το πλήθος ψηφίων. Άρα µε µια τέτοια λογική, πάντα θα υπάρχουν 
αντιπαραδείγµατα που θα ξεφεύγουν απὀ το πρόγραµµα, α.χ. αν πάρω την 
(α) - 10:33 .ημαχκαι προσπαθήσω να υπολογίσω το Ππι 10” ηµκ, τότε το πα) 


χ-» του 

θα είναι µια τιµή µεταξύ --Ι033", -ΕΙ0:5- και µπορεί να θεωρηθεί ὡς 0, ενώ ούτε αυτή 
συγκλίνει. Αν αντί για µια τιµή υπολογίσει ο Η/Υ πολλές, πάλι θα καταλήγει σε 
νούμερα κοντά στο 0 και εὔὐκολα µπορεί να αποφανθεί ψευδώς για τη σύγκλιση. αφού 
πάντα θα έχει όριο, όπου όταν οἱ διαφορές μεταξύ των τιµών της συνάρτησης τῆς 
πεπερασµένης ακολουθίας θα γίνονται αρκούντως µικρές (όριο Η/Υ) να 
«αποφαίνεταυ (ψευδώς φυσικά). 

Το καλύτερο για ένα τέτοιο πρόγραµµα είναι να αναγνωρίζει τις συναρτήσεις, να 
έχει µια βάση δεδοµένων ισχυρή (µε έτοιμα όρια, γνωστών συναρτήσεων) να 
µπορεί να εφαρμόζει τον κανόνα του [)᾽ Ηοδσρίῄα! και ουσιαστικά να «μιμείται» τον 
υπολογισμό που κάνει ένας ἀνθρωπος πράγμα που είναι κατορθωτό ἤδη από 
εξελιγμένα επί τούτω προγράµµατα (Μα(Ποπιαίίεα 4). 


174 








7. Να εξετασθεί αν οϱ παρακάτω ορισμός της σύγκλισης είναι ισοδύναμος µε 


έναν αντίστοιχο κλασσικό ορισμό της σύγκλισης: «πι { (4) Ξ {» εάν και µόνο 


εάν «Υπάρχει υπεραριθµήσιµο πλήθος ακολουθιών 


(αλ τὰ, ὸλλρὰ, πχ ΝΠΕΝ ,γιατις οποίες ισχύει {{1,) -»ἐ» 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι λανθασµένος και θα αποδείξουμε την αναλήθεια µε 


αντιπαράδειγµα. 


, |. 
Θεωρώ ελα νο --401. 
ν. 1 
Αναζητώ το όριο Ημιημ--. 
χ-δ0 Χ 
Ὑπάρχει υπεραριθµήσιμµο πλήθος ακολουθιών της µορφής κ. Ξ ως ε (1). 
Π.π 


Επειδή το πλήθος τῶν στοιχείων του (0,1) είναι υπεραριθµήσιμο και οι ακολουθίες 
χμ είναι υπεραριθµήσιµες. 


Για ὀλεςισχύεια,, “δθκαια,, 30 νπεὸ. 


Επίσης, Τί, Ξ ημο Ξημηπζθ-»ο0. 


ηππ 


2 


0 
(11-41) όν 


Όμως Ἅτο Ἡπιημ--. αφού υπάρχει ακολουθία (ν)):1ν, Ξ 
χ-»0 Χ 


ν,30 νηεὸ και 1 Δηλαδή, Γία͵)-ῤθ. για κάθε 


ακολουθία, όπως απαιτεί ο κλασσικός ορισμός. 








δ. Να δοθεί κατάλληλο παράδειγµα. απὀ το οποίο να φαίνεται, ότι ο 
ακολουθιακός ορισμός του ορίου κατά ἨΗείποε σε σχέση µε τον «Ε, ὃ» ορισμό 
κατά (αμςἨΥγ έχει ισχυρό και ουσιώδες πλεονέκτημα και άρα θα πρέπει να 
συνυπάρχει κι αυτός παράλληλα και συμπληρωματικά στα εγχειρίδια ή 
συγγράµµατα. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η ουσιώδης διαφορά τῶν δύο ορισμών είναι η εξής: 
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ο Ο «ε, ὃ) ορισμός απαιτεί την εκ τῶν προτέρων γνώση του Ἡπι { (0). αλλιώς 


χ-δαρ 
δεν µπορεί να εφαρμοστεί. 
ο Ο. ακολουθιακός ορισμός δεν απαιτεί την εκ των προτέρων γνώση του 


πι /{α). 


χ-δαρ 


Συνεπώς, σε θέµατα που δεν γνωρίζουμε το όριο της συνάρτησης ή δεν μπορούμε να 
το υπολογίσουμε µε απλή αντικατάσταση (για τις συνεχείς συναρτήσεις σε σ.σ. του 
Π.Ο. τους) ο ακολουθιακός ορισμός παρουσιάζει πλεονέκτημα. 

Το παράδειγµα: 


1 
«Να υπολογισθεί ο όριο 11πι Ἕ αν υπάρχευ». 
χ-»0 Χ 
Σε µια τέτοια διατύπωση: 
ο Δεν µας δίδουν την οριακή τιµή. 
ο Δεν μπορούμε να την υπολογίσουμε µε αντικατάσταση αφού Β(/)ΞζΚλὶ {0} 
και η συνάρτηση για ακΞθ δεν έχει νόημα. 
ο Το να θέσουμε µια τιµή Κοντά στο μηδέν και να υπολογίσουμε την τιµή της 
συνάρτησης είναι παρακινδυνευµένο και εν πάση περιπτώσει µόνο ὡς εικασία 
έχει χρησιμότητα. 


Έτσι, θεωρούμε αι ακολουθία, µε α, -δθκαι α,-θ Νπεὸ. Ὡς τέτοια 


: 1 
επιλέγουµετην α͵ Ξ--. 
Ἰ 


Τότε Γία͵)- : 
η 








ο ον 
ι ι 


σ1δ[- 


Τι συμπέρασμα βγαίνει τώρα; 

«Αν υπάρχει το όριο. τότε αυτό θα είναι 1». 
Με αυτό το δεδομένο, μπορούμε τώρα να εξετάσουμε αν εφαρµόζεται ο «ε, ὃ» 
1 
χο |-ἶ 
χ 


κατά ΟαποΗΥ ορισμός, δηλαδή νε»θ, 3δ20:0««δ-» «6. 








Από τον ορισμό της συνάρτησης του ακεραίου µέρους έχω: 
ΓΡ. Ε.. 
πο ον μας 


(4) 
1 ας 
Χ μα Χ 
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οπότε: Αν χ20, τότε µε πολλαπλασιασμό της (1) µετο χ έχω: 


ο. 
χ 


-ακκήα|-ικο 
Χ 


(2) 


.. 
χιτ 
.. 


μ 


Αν ακ«θ, τότε µε πολλαπλασιασμό της (1) µετο αχ έχω: 


κ µί 








ο... 
χ 


ορ. 
χ 


(3) 


παλάτι ακ 
Χ 


Ἡ- 
π 


Συνεπώς, αρκεί νεεθνα επιλέγω ὃξε, οπότε θα εκπληρούται ο ορισμός της 


«| ἡ-μ 








Από (2) και (3) έχω: 


οα- χερι, 








1 
σύγκλισης, δηλαδή πω] μμ, 
χ-» απ 
Να σημειωθεί, ότι υπολογισμός µπορεί να γίνε και µε την μέθοδο των 


ισοσυγκλινουσών συναρτήσεων. Αν πολλαπλασιάσω και τα τρία µέλη της (1) µε 


1 
χ20, θα έχω ΊἹ-ας ἠτ «και παίρνοντας το ὁόριο έχουμε 
χ 


15 πἡ Ἡ σα ο Μπα Ξ]. 


χο Χ χ-»θ” Χ 


ον. Ι : : : : 
Οµοίως πια] --|Ξ1, οπότε υπάρχειτο όριο στο 0 και είναι 1. 
χ 


χ-»θ 
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9. Κατασκευή εξίσωσης η οποία περιέχει όριο συνάρτησης σε χο που τείνει 


στο Ίοο,με»5δ αγνώστους και µε µία λύση. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την παρακάτω εξίσωση ὠςπροςα, β, γ, ὃ. ε. 


ΗΠῃ να) -- αἲ -- -(ανὰ ες βν᾽ αγῖ κδχκε]- ο» 0) 


χ-» Του 


κα 
.. τν ταζα δν .. . .. σ]] τοῦ 
Χ Χ 


χ--»γοο Χ Χ Χ Χ 








δν αἳ 1” τν . α ῤ 
χ--ὐ-ορ Χχ Χχ ιλ. 





----- 1 1 πι, Ἡ οδ. -6 
Ππα αχ [ απ Ἕσεσα πα πκακς- Ξ03 


χ--»-γοο χ--λ»-Γοο Χ Χ 





οο-(1-α-θ0-0--0--0)-0-0 
οο-{1--α)--0 (1) 
Απόντην (1) έχω ότιαν |--α-0. το όριο δεν είναι ποτέ ίσο μεθ, άρα πρέπει αΞξ]Ι. 


Θέτοντας αΞξ]., έχω πλέον: 


Επι (να) οι κ) οκ --αἲ --(θε) αγ” «δε κε) --ο-- 


ο 
Πτα 
ανκο] κ Εχὶ «1 Κα” 
νε) 
[πι - (Αα τς γν) ος δχ --ε) Ξθ- 
πο ή πμ] (2) 
Χ Χ 


-.. πι (βν γα” «δχ-ε)]--θ-» 


Μ1{-ε{ χ--» 9ο 


Ηπι (οι) Εγκ” «δες 





(ον) γΧ” «κκ το-ν 











1 
[πι ῥ1ὁ -- πι 71 “- πι ὃχ - σα. 


χ-»--οο χ--λγοο χ--δοο 


Για να ισχύει η (2) πρέπει ῥϱΞγζὸξθ, οπότεκαι εξ Ξ : 
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1 
Άρα, έχω την μοναδική λύση ία, β,γ,δ,ε) . προς 2 ' 


Να σημειωθεί, ότι μπορεί να υπάρζει µία γενίκευση, όπου ο «βαθμός» του ριζικού θα 
είναι ἴσος µε το ῥαθμό του άγνωστου πολυωνύμου για οσουσδήποτε αγνώστους, όµως 


οι ενδιάμεσες τιµές θα είναι όλες μηδέν. 








10. Ισχύει γενικά το θεώρηµα του ορίου σύνθεσης συναρτήσεων που έχει την 


ακόλουθη διατύπωση: 

«Αν μπι Γ{α)- π και [πι σία)-- {, τότε: 
ἡ σπα (/()) 1 

ἡ πε (/8)) 5 ε(η) 

ή πια ( /{()) δεν έχει νόημα». 


Να δοθούν αντιπαραδείγµατα για κάθε µία περίπτωση. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


ὢ /)τα, εία)- 





1 ανχ-θ 1 
ὦ 95Η. «τίς αν ο). κιέτΣ 
ανκ-θ 
μπι {(α)Ξ0 
1 
Τότε πο και Ίπι σ(/(4))Ξ0 ες Ξσ(0)-.0). 
Ππισ(α)Ξἰ χ-»-- 
2 
χ-»0 
ὐ /(α)- χ,ανχ εδ ο 1. ανχ-0 ασ αἃ 
"Ἰθανκεδί ὃν Ἰθακ-ο[ - 
Ισ [(α)Ξ0 
Τότε χ-»0 και [πι ϱ(/(4)) δεν υπάρχει, αφού 
Ππισ(α)ΞΙ μα 
χ-»0 
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η οποία ὡς γνωστόν δεν έχει πουθενά όριο. 


εί) ο 


0, ανχσεο 








11. Να αποδειχθεί ότι όλες οι παρακάτω προτάσεις είναι ψευδείς! 


() Αν πι /ία)- ῥτότε /Γ(α)- . 


η) Ανη Γ δεν ορίζεταιγια αχ Ξ- αῃ,τότέτο ΠΠ { (4) δεν υπάρχει. 


χ-»αρ 


(189 Αν [πι Γ(α) --οκαι μη βία) ---.οο, τότε ἹΠπη[/(κ)--ε(«]--ο. 


(ν) Αν Ππι]/(α)-- 6, τότε και Ππι /(α) 6. 


(ν) Αν πι /ία)- έκαι πι σία)- 6, και Γκ) σ(α) νχ που ανήκει στο 


χ-λ»ὰρ 
κοινό πεδίο ορισμού τους, τότε 6, «6,. 


(ν) Αν τα πι /{ αν πι σία) δεν υπάρχουν, τότε δεν υπάρχει ούτε το 


χ--»χρ χ-δαρ 


{πα [ ον (4) Έ σα), ούτε καν το Ί1ῃι [ .ν (α)- σα). 


χ-»ὰχρ Αι πταλ(ὴ 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: (1) Δεν είναι αληθής. 
1. ανχ-0 
νο 


0, ανκ-θ 
Ίσα / (8) Ίσα / 8) 5 1 δηλαδή Πτη {(α)5 1 καὶ /(0) 03 Μπι /(). 
(180). Δεν είναι αληθής. 

α.χ. :/{ία)- -σ/δ --40) 

Στο η / δεν ορίζεται, όµως Ιπη {{α) -- -ηοο 


(1). Δεν είναι αληθής. 








2 1 
α.χ. {α)- : ,σ(α)- σΧΞ0 
Χ Χ 
μ . . 9 : 2 ] 
Τότε: Γπι (αἱ) Ξ 9ο, Ππη 5{α) --ποο. και πι] α)-- σία)| . ση, 2 2 | -- 
χ--»θ χ--»θ χκ-»0 χ-οοι χ Χ 
λ η 
Ξ- Ηπι--σ Ξ -οο-θ. 
αοθὰΧ 
(1ν) Δεν είναι αληθής. 
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α.χ. ο ώς, | μία) -ι νχεδ. 
--ᾱἶ, αν χάρρητος 


µπα[/ ία) 51 (σαι ε ὅ) ενώ το Ἱπι /{α) δεν υπάρχει Ψχῃ ε ὃ (βλέπε και) 


χ-»αρ χ-»αρ 


(ν) {Ε(α) . α΄ (00-00) σ(α) -- α΄ |μ(θΓ ο) {ία) « σ(α) σχε (00:99). αλλά 
πια) 5 0 Ππισ(α). 


α-»0 χ-»0 


(νὴ) α) /α)- . κος ο ()Ξ | ας .. 


|μ αν χρητός -ἷ, αν χρητός 

Οι δύο αυτές συναρτήσεις δεν έχουν οριακή τιµή σε Κανένα σηµείο του πεδίου 
ορισμού της. Το αποδεικνύω για την Γ και ομοίῶς για την ϱ. 

Έστω αι εὂ . Τότε υπάρχει ακολουθία ρητώνα,µε τα, -δαι καια, πα νη εὸ. 
Επίσης, υπάρχει ακολουθία αρρήτων α;, µε α; --ὂαρκαι ν Ἔλη πηεὸ. 


Τότε, τα, -ἰ-ν1 και πα] -ι-λ-ι. 


Επομένως, Ἅ πι { (8) μεαιεὂ. 


χ-»αρ 


(-1)--(34:1)-0, αν κ άρρητος 


Όμως, ο ν «ο ο [το σχεφ. 


Επομένως, 3Ηπι ΓΕ (α) ε(α)| Ξ0αεὂ. 


χ-»χρ 


β) Για το γινόμενο, επιλέγῶ τις ίδιες συναρτήσεις /Γκαι 5 για τις οποίες ισχύει: 


ο Να”... 


και επομένως Β πι μϱ) .σ(α) Ἶς Ξ-ἶ αιεὂ. 








12. Να δοθούν κατάλληλα αντιπαραδείγµατα. από τα οποία να προκύπτει. ότι 


όταν υπάρχουν τα όρια των συναρτήσεων 














ος (λε κ), - Ἰς. και Γοσστο αιεὂ δεν είναι απαραίτητο να 
4 


υπάρχουν τα όρια των/,σστοιαι 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
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1 ς -1 : 
ἂν 95] ο. ανχρητός (κα . αν χρητός | 


--ἶ, αν χάρρητος 1. αν χάρρητος 


τότε: 











(ο.02ῶ-0:/(4)-0-20. νχετ, ενώ δεν υπάρχει το όριο της /4). νι εδ 





1 ς 
---ἶ, αν χρητός 


(ο - (α) κα 


ος [-ς 


ε{α) στι αν αχ άρρητος 


λ 


ο ὁδηλαδή Ζω Ξ--ἰ Νκεθ και άρα υπάρχει το όριο της τα) νχεθ, ενώ οι 
4 4 


ο [5σδενέχουνόριο νχεὂ. 


{(-1)Ξ1, ανα ρητός | 


ο Για την σύνθεση συναρτήσεων. έχω (/,ϱ)(α)Ξ /{{)Ξ1, ανα άρρητος 














δηλαδή (/Γοσ)(α)ΞΙ νκετἘκαι άρα υπάρχειτο όριοτης Γος νχεδ, ενώ οι /; 
σ δεν έχουν όριο πουθενά στο ὂ. 


/{60ΌΞ1,κ ρητος | 


ο Γιατο γινόμενο συναρτήσεων έχω: {σ(α)- {(Ε(4))- .. Ξ]., κ αρρητος 











Δηλ. /σ(α)Ξ1 ν χε] και άρα υπάρχει το όριο παντού στο Ε ενώ οι { σ δεν έχουν 





όριο πουθενά στο ὃ. 


4.}.ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑΤΩΝ ΟΡΙΩΝ 


Α. ΟΡΙΟ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΟΣΤΟ Αα εὂ: 


α) Μπορεί να ζητηθεί το όριο µιας οποιαδήποτε συνεχούς συνάρτησης, σε 
οποιοδήποτε σηµείο του πεδίου ορισμού τής, το οποίο ισούται-όχι πάντα- µε την 
τιµή τής συνάρτησης στο ίδιο σηµείο (βλέπε και β.4. ]. 1.γ) 

ϱ) Μπορεί να ζητηθεί το όριο και ασυνεχούς συνάρτησης στο Χῳ, αρκεί να είναι 


εζουδετερώσιµή( ή άρσιµη ή αιρόμενη) ασυνέχεια. 
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Β.ΟΡΙΟ ΑΠΕΙΡΟΣΤΟ αχ εδ: 





α)Αν {: Γ(α)- εία) ,'πεὸ αῃ σ.σ.του Η(/) και σίαι) 5 θ, ἠίαι) 0 


κο) 1) 


(δηλαδή δεν υπάρχει άλλος παράγοντας ίσος µε χ-- αι). 


ε(α) 


Τότε 1πι { (3) Ξ Ίοο (ανάλογα µετο πρόσηµοτου ----.,το οποίο πρέπει να είναι 


χ-δαρ {α ) 


σταθερό σε µια περιοχή του χο, οσοδήποτε µικρή). 





β)Αν {:{ (3) Ξ εί) µετις ίδιες προηγούμενες προὐποθέσεις, τότε 


κο) ") 


μπι /{ () δεν υπάρχει, αλλά υπάρχουντα πι { (3) και η { (3) και είναι -οο ή -οο, 


χ--δχρ α-δὰχρ Χ-δχρ 


ε(α) 


ανάλογα µετο πρόσηµοτου ----. 


η(α) 
γ) Η περίπτωση (α) µόνο που στη θέση του (α τὴ )” θέτουµε µ αρ] : 
ὃ) Όρια ειδικών συναρτήσεων: 
(ὢ 11πῃ ΜΗΧ Ξ- --οο 
αὐ παρεα 


ο 
2 


(11) [πα εφχ -- ο 


π 
χο 
2 


Γ.ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΟ ΟΡΙΟ ΣΤΟ ο ΄Ἡ -οο: 


ᾱ- αρα ο. Ὅμα 
α) Αν Γ(α)----” κ. --, τότε 
Π π--ἰ 
Ας” Ἔβια,  Ἑ Ἔβρο 





: ᾱ- ο 
(ϐ Ίπι { (4) Ξ----, όταν ηππι. 
χ-λ» ου ος 


(1) πι { (4) Ξ40. όταν πι. 


χ-» ου 


Τα ίδια όρια έχω και όταν χ -Ὁ--οο. 


β) Επι (/ωῇ ΕβκΕγ--γα κ΄ «ΡΑΣ )-0 [α-- α)). 
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γ) πι /α) 


ι ο] Ξ0. όπου ένα τουλάχιστον από τα αι. α2.. αι είναι µη 
Ίω αχ Και Ἑ., Ἔαρ 





μηδενικό και /) φραγµένη συνάρτηση. 


Αντί του πολυωνύμµου του παρανοµαστή µπορεί να τεθεί οποιαδήποτε συνάρτηση 


Ἠπι ϱ(α))--α-σο ἡ --ορ 


χ-»γοο 


ὃ) Όρια ειδικών συναρτήσεων: 
αἳ. 
τη [ ἝἜ «) Ξ-ο6.. 
χ--»-γοο Χ 


Δ. ΑΠΕΙΡΟ ΟΡΙΟ ΣΤΟ -οο: 


Π π--ἰ 
- σιχ Ταιιὰχ Γεν αρ 


ες αρ, 0 
ο Οπου μα. 





α) Αν {(α) 


τότε [πι { (1) Ξ- εἶρη ε 


π 


Ἰιω» 





χ-λοο 


πα Γ(α) -- νι | (ο) νο, αν Π7η. 


Π 
β) Αν Γ(1)--α κ" αι, μΧ" -. αρ 


τότε Ππα { (4) Ξ- οἱφῃ (αι) οο . 


χ-δοο 


ἥπι (1) Ξδίρπ α, (1) τοο. 


ἁ-»οο 


γ) Όρια ειδικών συναρτήσεων: 


(ϐ) Επι ϱ” -- ποσο 


χ-» ου 


(11). Ππι 6ηχ -- -Γοο 
χ-δοο 
ο ο ον 
(11). Ηπῃ -----Ξ- -Γοο 
χ--λδοο βΗΧ 


Χ 


(ν). [πα τ------οο 


χο Χ 


Χ 


(0) Ππι πο α»0. 


χ--οοΧ 


Ε.ΜΗΥΠΑΡΞΗ ΟΡΙΟΥ: 


α) Αν /Γ/ ὃ περιοδική και όχι σταθερή, τότετα Ἡπι { (9), μπι { (8) δεν υπάρχουν. 


χ--» ορ α-λ--ορ 
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- σ(α), αν χρητός 
β) Αν 1) -- . ὅσα ο και σίαυ ) ππ ἠαρ ) ᾿ 


τότε 1πι { (8) δεν υπάρχει. 


χο» Χρ 


γ) Αν µία συνάρτηση /{4) δεν έχει όριο όταν χ-Ὁ οο,τότεκαιη { 5 δεν έχει όριο 
χ 


1 
όταν αχ -»0 καιη ή δεν έχει όριο όταν χ-»α) ία » 0). 
α 


σία), ανχζα 


ὃ Αν 9 Τρ] 


. σία) .. /(α) και οἱ 6, ἠ, συνεχείς στον αντίστοιχο 
ανα λα 


περιορισμό τους, τότε δεν υπάρχειτο πι /{ (ο). 


ΣΤ. ΓΕΝΙΚΕΣ ΠΕΡΙΠΤΩΣΕΙΣ ΟΡΙΩΝ. ΟΙΚΟΓΕΝΕΙΑΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
Ως ειδικές περιπτώσεις των παρακάτω παραδειγµάτων, μπορούν να κατασκευασθούν 
άπειρα ειδικότερα παραδείγματα. 


ὦ πιΣ η ἔ]- Επ το (αβ 20). 


90" α α ο χι 


κει 1 ο 
Χ 


πεο . 








β) Ἠπι 


3 
χ-»0 [έ) 


1 





ο πα Ρία ια 
γ) Ηπι Ξ- 
χ-»0 Χχ 71 


/ ΣἘ ο 
.όπου.1 εὸ᾽ και Ρία)-α,χ" Ἔαμμα”. Ε... Ἔαμς. 


αχ” -- Οχ” --} 


ὃ) πι Ξαπ-- βπι, όταν αἲβΈΞ0,.Πιπεὸ . 


χι Χ-- 


4 π - 
.. αχλί -- ῥχ αἲβ. 


χ-»0 Χ 2 





να. αμ ε ὁ᾽ ). 


χο Χ. --ἶἰ πι 


γα-β-γα-β 1 
χ΄ --ᾱ- 4ανα- ῥ 
η) Ηπιλρσοσ- 
η 
ϐ) Ίπι νχτα-να-θ. 


α--» ορ 


9) Ἠπι Μία καἷο.ε ϱ) --κ]-- ο, Ι ε[ακαᾗακ κ β]--ᾱι-- ο. 


χ--γσο 








ϐ) πι (α 5 β). 


χ-δα 





Π 


αμ ε ὁ’). 
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ω ΕΦΚΧ κ 
τα --------- 
)Ιπη λ.χ λ 














μαι α 
θ)Ππι----Ξ--- 
α 0 ημβα τρ] 
0, αν ἡΠσπι 
χ 
πας τ -41, αν ΠΞπιρ. 
να ο, αν Πς«πι 
συνία «κχ)-- συγνία--α 
15) [ἴπη κο) - 2ηµα. 
2 2 
συναχ -- συνβχ -α 
16) πα - ο ῥ 
αχ-»θ χ 9 
ιστ) μπι πμία ο α) - ημία τα) Ξσυν-α. 


κ-»0 εφία Ἔ χ)-- εφία -- κ) 


ημ” Χπ- ημ΄ α συν2α 








1 
θμπ δ αὖ 2η 
: ηµία -2ά)-- 2ηµία κ) ημα 
τη) Ηπι Σ Ξημα. 





θ) Ίπι εφία -2χ)-- εφία Έα) εφα κ πρι 
πο χ συν-α 


βε 
ομι(ι ] ον. 
Χ 


χ-» του 


1 ο, αν πς«] 
κα παντος ε, αν ΠΞ1ρ. 
ο) 
1 


χ--»οο 


αν ΠΣδΙ 
αχ βχ 
ὄο-α 
κβ)πι---Ἔα-β. 
χ-»0 Χ 
ας αν περ" 
0, αν περ; και ῥ-0 
αχ-ε1)’ η κ . 
ΚΥ) Μπ - σα αν περ. και ῥΞξθκαι α-θ 
χο Χ’ Γβ οο, αν περ. και /-αξ-θ 
1 
σε. αν ΗΞ0 
1. ῤ 
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5. ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΟΣ 





5.1.ΣΥΝΕΧΕΙΑ. ΑΣΥΝΕΧΕΙΑ.ΣΥΝΕΧΗΣ ΕΠΕΚΤΑΣΗ 





1. Να εξεταστεί η αλήθεια ή όχιτου παρακάτω ορισμού: 


«Μία συνάρτηση {| 4 θα λέγεται συνεχής στο αῃ ε 4. εάν και µόνο εάν 


πι [0 - Γ(αρ)». 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ο ανωτέρω ορισμός είναι ορθός µόνον όταν το αρ είναι σ.σ. του 4. 
Όταν το αρ είναι μεμονωμένο σηµείο του πεδίου ορισμού της {, τότε η /{ θεωρείται 
συνεχής σε αυτό. Σε μεμονωμένο σηµείο αρ δεν έχει νόηµα το Ιἶπι Τα. 

χ-χρ 
Ο σωστός ορισμός είναι ο εξής: 
(Ἠ /συνεχής στοαχρ εά) 
«ον ε»0 3 ὃΣθ0θ:χεακαι]χ-ακικδι {(α)- {ία) κε). 


Ο ορισμός που ετέθη στην εκφώνήηση έχει µια επιπλέον προὐπόθεση, δηλαδή 





(/συνεχήςστο αῃεά)Φσ( Υε»Σθ03δσδθ:θ«χ-αρμςδ {(α)- {Είαρ) κε). 
Δηλαδή η διαφορά είναι η επιπλέον απαίτηση 0 «α--αρ που δεν καλύπτει το τυχόν 
μεμονωμένο σηµείο του πεδίου ορισμού. α.χ. η 

{10 -νκ-2νὰλ-κ έχει Η(Ρ) - (8). 
Ο ορισμός της συνέχειας στο χῃς2 εκπληρούται, αφού νε20, εκλέγω δ-ε2»Σ0 
και για το μοναδικό στοιχείο του Π (1) ισχύει 
α)-αιΞ0θ«δ-]/[ίαι)- {ία 08. 
Σε περίπτωση που το πεδίο ορισμού περιέχει και άλλα στοιχεία (μεμονωμένα ή µη) 
εφόσον το αρ είναι μεμονωμένο, υπάρχει 
δ(αο.) 15 αο,Ρ)ΩΠ( 0) ίαο). 
Εκεί ν ε2060.θα εκλέγουµε ὃ- ῥ 20 καιθα εκπληρούται ο ορισµός της συνέχειας. 


Να σημειωθεί ακόµη, ότι η γνωστότερη κλάση συναρτήσεων µε μεμονωμένα σηµεία 











είναι οι ακολουθίες, οι οποίες ὡς γνωστόν είναι συναρτήσεις α:.Ν-»]Κ µε 





ἃ ---- | ͵ ; . ν ὦ 
Ν5ν----»Σα(ν)-α͵. Όλες είναι συνεχείς σε κάθε σηµείο του πεδίου ορισμού τους 
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(:.σε κάθε φυσικό) αλλά το όριο σε ένα τέτοιο σηµείο (π.χ. Ππιαι) δεν έχει νόηµα 
γ--»2 


διότι το 3 ή οποιοσδήποτε άλλος φυσικός δεν είναι σ.σ. του Ν, γι’ αυτό και 


υπάρχουν ὁόρια ακολουθιών µόνο στο --οο που είναι και το μοναδικό σ.σ.του Ν 





2. Να αποδειχθεί ότι ο περιορισμός ασυνεχούς συνάρτησης / σε σηµείο αχ σε 
ένα διάστηµα διάστηµα που περιέχει το Χῃ , είναι δυνατόν να είναι συνεχής 


στο αρ. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Για τη συνάρτηση { 


-ἷ αν κ«0 


1 αν α20 


1) " | έχω ἴπι /α)Ξ-ἴπ πα Γα)ΞΙΞ/Ο. 


Δηλαδή η {Γ δεν είναι συνεχής στο αῃζθ., αλλά αν θεωρήσω τον περιορισμό 
σ- Γ/0.:ο9) έχω ότι 


πρ) -1-εο. 








3. «Αν µια συνάρτηση έχει ὡς γραφική παράσταση µόνο “μεμονωμένα σηµεία” 
(δηλαδή δεν υπάρχει ούτε ένα τµήµα της από “συνεχή” γραµµή. τότε η 
συνάρτηση είναι ασυνεχής σε κάθε σηµείο του πεδίου ορισμού της). 


Είναι αληθής η ανωτέρω πρόταση: 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι ψευδής. Ως αντιπαράδειγµα θα βρούμε συνάρτηση, η οποία έχει 
ως γραφική παράσταση μεμονωμένα σηµεία, δεν έχει ούτε ένα τµήµα της γραμμή και 
είναι συνεχής παντού. 

Τέτοιο αντιπαράδειγµα είναι µια οποιαδήποτε ακολουθία. Εδώ επιλέγουμε την 


Γτ0)Ξ ο ὁ” η οποία όπως γνωρίζουμε συμβολίζεται συνήθως ὡς αι Ξ « και η 
χ Ἰ 


οποία είναι συνεχής παντού. (Βλέπε και Β5.5.1) 








4. «ΝΤια συνάρτηση είναι συνεχής σε ένα σύνολο 4. όταν το γράφηµά της 
µπορεί να σχεδιαστεί µε μονοκονδυλιά., δηλαδή χωρίς να σηκώσουμε το μολύβι 


από το χαρτύ». 
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Ἐξετάστε την αλήθεια του προηγούμενου ισχυρισμού. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι ψευδής. α.χ. η 
{ΙΟ --- Γι) ώ (0 θ) 
χ 


είναι συνεχής σε Κάθε σηµείο του πεδίου ορισμού της, αλλά στο 0, παρουσιάζει 
«άπειρο πήδημα» και άρα σχεδιάζουμε δύο ξέχωρους κλάδους . σηκώνοντας την 
γραφίδα σχεδίασης! 

Για να είναι αληθής ο ισχυρισμός σε ότι αφορά το συμπέρασμα, θα πρέπει να τεθεί ο 


εξής πρόσθετος περιορισμός: 

Η / να έχει πεδίο ορισμού διάστηµα της µορφής [α. β] ἠ [α.β) ή (α.β] ἡ (α,β) ἡ 

(-ρ9,α) ή (α..οο). 

Πρέπει όµως να λάβουμε υπόψη µας και το εξής 

ο Αν η {ορίζεται στο [α,β] (και δεν έχει άπειρη Κύμανση ή άπειρο μήκος η 
καμπύλη ἠ έχει πεπερασμένο μήκος , αλλά κάνει άπειρο πλήθος ταλαντώσεων) 
τότε µπορεί να σχεδιαστεί εζ ολοκλήρου. 

ο Αν η {έχει άπειρο μήκος δεν σχεδιάζεται ποτέ µε μονοκονδυλιά, διότι θα 
χρειαζόμαστε άπειρο χρόνο! 

ο Αν η {σε ανοικτά πεπερασμένα άκρα του πεδίου ορισμού της έχει µη 
πεπερασμένο όριο τότε έχει άπειρο μήκος και δεν σχεδιάζεται ποτέ. 

ο ()λοίωςη /σε (ανοικτά) άπειρα άκρα του πεδίου ορισμού της έχει οποιοδήποτε 
όριο, ομοίως δεν µπορεί να σχεδιαστεί εξ’ ολοκλήρου. 

ο Ανη { έχει µεν πεπερασμένο µήκος, αλλά ταλαντώνεται άπειρες φορές, ομοίως 


δεν είναι δυνατόν να σχεδιασθεί εξ ολοκλήρου. 


Επομένως από όλα τα παραπάνω καθίσταται σαφές το εξής: 
«Το γράφημα µιας συνάρτησης σε ένα διάστηµα 4, είναι δυνατόν να σχεδιασθεί εξ 


ολοκλήρου µε μµονοκονδυλιά αν ή είναι συνεχής σε αυτό , και αν ή { έχει 


πεπερασμένο μήκος στο διάστηµα και αν ή Γὃεν ταλαντώνεται άπειρες φορές. ». 








5. Ένας φοιτητής ισχυρίζεται ότι ανεκάλυψε ένα κριτήριο συνέχειας µιας 
συνάρτησης /σε σηµείο του πεδίου ορισμού της. 


Σύμφωνα µε αυτό. «Μια συνάρτηση Γ είναι συνεχής στο αῃ ε Η(/) και αρ σ.σ. 


του Η (4). εάν και µόνο εάν Ιμπ[ /αο -ε)-- ία --ε)]--0». 
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Μπορείτε να τον διαψεύσετε; 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ τη συνάρηση ᾖΓ:10-»6 Ύγια την οποία 


0 αν α-ῦθ 


9-] 


η οποία ὃδεν είναι συνεχής στο ϐ0, αφού 
1 αν κΞ0 


μπι {(1)Ξ031- (0. 

χ-»θ 

Σύμφωνα όµως µε το «κριτήριο» του φοιτητή, ισχύει 
Ππι[1(0-ε)-- {(0-- ε)]- Ππι[{(ε)-- {(-θ)Ξ πι {(ε)-- Ηπι {(-ε)Ξ0--0-0. 
ε-σθῖ ε-»θῖ ε-νθ" ε-»θῦ 


Δηλαδή θα πρέπει η {να είναι συνεχής στο 0, πράγµα άτοπο. 


Συνεπώς το κριτήριο είναι αναληθές. 





6. Είναι γνὠστό ότι «Αν η µία συνάρτηση είναι συνεχής σε σηµείο αῃ και 

Τα) Ξ0. τότε υπάρχει περιοχή του χῃρι στην οποία η { διατηρεί το πρόσημο 

της τιμής /(α0)». 

1) Να αποδειχθεί ότι η υπόθεση της συνέχειας στο αῃ είναι αναγκαία για την 
ισχύ του συμπεράσµατος 

2) Να βρεθεί συνάρτηση που να µην είναι συνεχής στο αχ αλλά να ικανοποιεί 


το συμπέρασμα της προτάσεως. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 9) Για την συνάρτηση Γ11ο1]-» ὁ με 
1 αν 0,214 
Τα) | πι Ἰ ισχύει: 
-ἰ αν «-ἱ 


ο Η {δεν είναι συνεχής στο 1. 
ο» [(])--ι«θ0. 
ο Επι Τ(4)ΞΙ. Άρα αν δεχθούμε ότι υπάρχει µια περιοχή του 1 στην οποία η {να 
είναι αρνητική τότε 
Ἄδλδθικεί([-.-οὸ) ᾖτ()«θ (1) 
Όμως η (1) είναι αληθής µόνο για αρΞ1. ενώ το διάστηµα (1 -- ο, -- ) έχει και 
άπειρους άλλους πραγματικούς, για τους οποίους ισχύει {(4)Ξ120. Άρατη (1) 


είναι άτοπη σχέση. 


190 





Δηλαδή βρήκαμε παράδειγµα συναρτήσεως ασυνεχούς σε κάποιο σηµείο του πεδίου 
ορισμού της, ποὺ δεν ικανοποιεί το συμπέρασμα του θεωρήματος γι’ αυτό το σηµείο. 
Έτσι η υπόθεση της συνέχειας είναι αναγκαία. 

Όμως , αν µια συνάρτηση είναι ασυνεχής σε σηµείο αῃ, είναι δυνατόν να διατηρεί 
το πρόσηµό τῆς σε περιοχή του αρ. 

Αυτό συμβαίνει στο παρακάτο: 


εἰ]. 


] 
9/1] 


Ἡ Γείναι ασυνεχής στο 1, αφού {()-2-εἱ- πι} (8) .Ἐπίσης {()-25250. Όμως 
χ-» 


16)50 νκε[θ,2] άρα και σε οποιαδήποτε περιοχή του Ι. 








7. Ἐίναι γνωστό ότι το άθροισμα και το γινόμενο συνεχών συναρτήσεων σε 
σηµείο αρ , είναι συνάρτηση συνεχής στο αρ. 


Να αποδειχθεί ότι το αντίστροφο δεν ισχύει. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θα δείξω ότι υπάρχουν {, 6 και αῃ του πεδίου ορισμού τους για τις 
οποίες να ισχύει {Γ:56 και /Γ-- 6 συνεχείς στο αῃ, αλλά οι/και 5 να είναι ασυνεχείς 


στο αρ. 
-], αν αχ τό ΕΙ. αν κα τό 

θεωρώ ω-! . κα «5 ον . 
Ἐἶ, αν α΄ άρρητος -ἶ, αν α΄ άρρητος 


οποίες είναι ασυνεχείς σε κάθε σηµείο του πεδίου ορισμού τους. 


-1εΙ, αν χ΄ ρητός Γ-{ο α΄. ρητός | 


Όμως (/ ελα) - /α)γε(ϱ)Ξ- 
Ἐ--1, αν α΄ άρρητος 0, α΄ άρρητος 


Δηλαδή (/-- σ)(α)Ξ0, σκεθ., συνεχής παντού. 


Ἡ --ἶ, αν α΄ ρητός . 
Ἠπίσης ου [--ι Υχεο. 


-ἶ, αν α΄ άρρητος 


Δηλαδή (/Γ- σ)(α)Ξ--ἰ νκεθ, συνεχής παντού. 








δ. Να δοθούν παραδείγματα συναρτήσεων ορισμένων στο ὃ έτσι ώστε: 


() Η / να είναι συνεχής παντού 


(1) Η { να είναι συνεχής παντού, πλην πεπἐρασµένου πλήθους σημείων 
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ασυνέχειας 
(19) ἩΗ ᾖ{, να είναι συνεχής παντού, πλην αριθµησίµου πλήθους σημείων 
ασυνέχειας 


(ν) ἩΗ {ι να είναι συνεχής παντού, πλην υπεραριθµησίµου πλήθους σημείων 





ασυνέχειας. 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
ὢ πια Ξι, νκεὂ 


. Ι. αν χεδλά 
(1) ιΡΩΞ] | 


0, αν χεάαξίαιαρ,..ιαι}σο 


(1. {, ΛΩ51 


Ι. αν χεδλὸ 
0, αν χεὸ 


ι Ι. αν χκεθ λ[] 
(1) {, ΛΣ] | 


0, αν αε[θο1] 


Οι αποδείξεις είναι στοιχειώδεις, λαμβάνοντας υπόψη ότι το ὁ (εξ ορισμού) είναι 


αριθμήσιμο σύνολο και το [0.1] υπεραριθµήσιµο (διαγώνιο επιχείρηµα του (απΠίΟΓ). 








9. Να εξετασθεί αν υπάρχει συνάρτηση {. η οποία 
ο είναι ορισμένη στο ὃ 


ο Είναι ασυνεχής Ὑ αρ εὂ 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η συνάρτηση του ὈΙτίοΠ]εί εκπληροί τις τεθείσες συνθήκες 


ΓΙ Ως αν α΄ ρητός ͵ 


0, αν α΄ άρρητος 

Έστω αῃ ρητός. Τότε {Γ (αρ) ΞΙ. Επίσης, υπάρχει ακολουθία αρρήτων αι τΧ -ὓ»αρ 
και κ, αρ ν πεὸ. Γ(αι)Ξ0-.0- Γ(α) ΞΙ. Δηλαδή η / δεν είναι συνεχής σε 
κανένα ρητό. 

Έστω αῃ άρρητος. Τότε {(αρ)Ξ0. Επίσης, υπάρχει ακολουθία ρητών αι :Χη -ὃαρ 
και κ, παρ η’ εὸ. Γ(α,)Ξ 1-1 Γ(α)-0. Δηλαδή η { είναι ασυνεχἠς και 


σε κάθε άρρητο. 


192 








Τελικά { ασυνεχής σαρεθ. 








10. Να εξετασθεί, αν υπάρχει συνάρτηση η οποία: 
ο Είναι ορισμένη στο ὃ 


ο Είναι συνεχής σε ένα σηµείο α εὂ 





ο Είναι ασυνεχής σε κάθε άλλο σηµείο διάφορο του α. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Συνάρτηση που εκπληροί τις ανωτέρω προῦὐποθέσεις είναι η: 


2α-ακ, αν α΄ ρητός 
αχ. αν κ΄ άρρητος 


15] 


ο Είναι ορισμένη σεόλοτο ὃ 


ο Θα δείξω την συνέχειά της στο χρΞα. µε χρήση του ακολουθιακού ορισμού: 
Έστωτα, -»δα,μεχ,-α Νν πεὸ. Τότε 


2α-αξα. αν α ρητός 
ιω-[ 


α. αν α άρρητος 
δηλαδή /(α)Ξα και 


Ι2α4-αχ,-α-α-κ,[αι-α]. ἂν χ ρητός 
[δη -ᾱαι, αν α΄ άρρητος 


αι) -/(α) . 
Δηλαδή 
αι) (αλ Ελα, αι εὔ. (0) 
Ἐπομένως Νν «20. επιλέγοντας δε, και λόγω της (1) ισχύει 
[αι "αἰκδ-]{(αη)-/(α)κε. 
ο (Θα δείξω την ασυνέχεια της { σε κάθε 
Χρσα. (2) 
Έστω ακολουθία αρρήτων ατα, -ὂδαρ καια, παρ ν πεὸ. 
Τότε Γ(α/)ξαι δαρ. 
Έστω ακολουθία ρητών αχ, -Σδακαια, σα νπεὸ. 
Τότε {(α/)Ξ2α--α1, -»2α--αρ. Όμως χῃἝά2α-- χρ (λόγω της (2)). 
Έτσι η / δεν έχει όριο σε κανένα άλλο σηµείο χρ εὂ µεκρσα. 


Ἐπομένως είναι ασυνεχής σεκάθε αρ-α. 
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11. Να εξετασθεί αν υπάρχει συνάρτηση {. η οποία 
ο λα είναι ορισμένη στο ὃ 
ο Να είναι συνεχής Ὑ Χρ ε{αιια......αι}σὂ 


ο Να είναι ασυνεχής να 6 {αι.ᾶ..... ας} 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θέτουµμε {Γ:Κ-» με 

















ο μα λα... αν α΄ Ρητός , 


0, αν αχ άρρητος 
1. Ἐστω αρ ε{αιιᾶ.....,ακ} τότε Γ(αρ)Ξ0. Έστω κ, -δαρ καια, παρ ν πεὸ. 
Τότε: 
( Αν η α, έχει τελικά άρρητους όρους, τότεη {(α,)Ξ 0 τελικά, δηλαδή 
Γι) ὸ05 {ίαο). 
(18) Ανη α, έχειτελικά ρητούς όρους, τότε η 
{{α,)Ξ{α, --αια, --αλ)..{α, --) }0Ξ Γ(αν). 
(11). Αν δεν συμβαίνει ένα απὀ τα δύο προηγούμενα, τότε η αχ, διαχωρίζεται 
σε δύο υὑπακολουθίες, η µία ρητών α, που συγκλίνει στον αι; (1ς«ἱςκ)και 
η άλλη αρρήτων α͵, που συγκλίνει επίσης στον α,. Τότε 
/ία,)Ξία, --αι]ία, --ᾱὖ)..{α, --ᾱκ) -Ὁ0. 
Τα) Ξ0-»0. 
Άρα /{(αι) -»6Ξ {ίαμ). Δηλαδή η { συνεχής στο αρ, αρ Ε{αια2....,ακ}. 
2. ἜΕστω αρ ἁ {αιιᾶ..... κ} τότε ο αρ µπορεί να είναι ρητός ή άρρητος. 
(α) Αν α΄ άρρητος τότε ᾖ{(αμ)Ξ0θ και υπάρχει ακολουθία ρητών: 


ντ}, -ὸαρ και ν, αρ ν π εὸ. Όμως 





/0,)-(00, -α)(ν, --ᾱι)..(ν, --ᾱ-) δαν --αιία, --ᾱι).α,--αι)θ- Γία). 
Άρα η /Γ είναι συνεχής στο αρ. 

(β) Αν αι ρητός, τότε {Γίαρ)ξ(αῃ-- αιλίαρ- α,)..(χρ-ακ)-0. Ὑπάρχει 
ακολουθία αρρήτων ΑΙ ν’ -δαρ και γαρ ν πεὸ. 


Τότε {(1/)Ξ0-203 Γ(αμ). Άραη / είναι ασυνεχής στο αρ. 
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12. Να βρεθεί. αν υπάρχει συνάρτηση {.η οποία 
ο λα είναι ορισμένη στο ὃ 


ο Να είναι συνεχής σε άπειρο αριθμήσιμο σύνολο ἄ 


ο Να είναι ασυνεχής ναρ64ά. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η συνάρτηση { 


ημχ, αν α΄ ρητός 
Γ6)- 
0, αν αχ΄ άρρητος 


Είναι ορισμένη στο ὃ (προφανώς) 


Είναι συνεχής στο 4Ξ ίκπ:κ ΕεΡ} που είναι αριθμήσιμο αφού τίθεται σε | --Ι 


και “επί” αντιστοίχιση µε το ὃ µέσω της ῥερίω)-] (2κ «ἰ) 0 
- κ --Γ αν κ -« 


2, αν κ Ἶ 


ἃε 


κεὸὂ 4 
Έστω αρεά. Τότε Ἄλεβ:αχῃς Λπ και 


ημθ, αν ΛΞ0 


ο [ δηλαδη {(π)-0 νλερ. 


0, αν (λ-0 άρρητος 
Έστω ακολουθία ρητών τελικά α,τὰΧι-ὸλπ και αχ, Ἕλπ ν πεὸ. Τότε 
{αι ημχ, -»λημιπ-0-- {(4π). 

Έστω ακολουθία τελικά αρρήτων α/ τα -δλπ και αχ λπν πεὸ. Τότε 
Γία/)Ξ0-»0- Ε(λπ). 

Αν έχω µια οποιαδήποτε ακολουθία ν, διάφορη των δύο προηγούμενων, τότε, 
οσοδήποτε κοντά στο ΛΜπ υπάρχει και ρητός και άρρητος όρος. Δηλαδή η ν, 
µπορεί να χωριστεί σε δύο υπακολουθίες, που η µία να έχει µόνο ρητούς όρους η 
α, και η άλλη µόνο αρρήτους η α; και οι οποίες (σύμφώνα µε τα προηγούμενα) 
θα τείνουν στο Μπ, ενώ 


Γία,)Ξημα, “λημλπ-θ- {(4π) 


{ία,)Ξ0-»0- {(Λπ) [5 ου ο- 12), 


Δηλαδή Ν ακολουθία ν, µε νι, -δλπ και νι λπ Ννπεὸ, έχω 


ΙΓ) -»6- {(1π).άραη/Γείναι συνεχής ὙΥχρεά. 
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ο Έστω αῃ 64, τότε 
κο Λη ν λερ και αρ ρητός (1) 
«Τότε { (αρ) Ξ ηµαρ 30 (λόγω της (1)) 
Έστω α;, ακολουθία αρρήτων µε κ, -δαρ ία, αρ ν η εδ). 
Τότε {(α͵)Ξ0-»0- Γ(αρ). άραη { συνεχής και για κάθε ρητό. 
Έστω αρ 6 4. τότε αρ λπ Νν λεβ και αῃ άρρητος. 
Τότε {(αρ)Ξ0. Υπάρχει ακολουθία ρητών ατα) -»αρ και αχ παρ ν πεὸ. 


Τότε {{ία,) Ξ ημα, -ὃ Ώμχρ μας, Άραη /Γ συνεχής ναρ64. 





13. Να βρεθεί παράδειγµα συνάρτησης {: 
ο Να είναι ορισμένη στο διάστηµα [0,1] 
ο Να έχει άπειρα αριθµήσιµα σηµεία ασυνέχειας στο [0.1] 


ο Να είναι συνεχής σε κάθε άλλο σηµείο. 








αν αγ 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: {:[01]-»ὅ µε {() - 


0, 
1 
-, αν αᾱ- 
η 
: ; η α- : ’ 
Πράγματι, οἱ όροι της ακολουθίας α,ξ-- είναι άπειροι, αριθµήσιμοι και 
η 


1 1 1 1 ς - 
ή:) Ξ---3ΕθΞ Ιπι {(). Αν αι ---- κα αα--- νεο, τότε τελικά, 
π) ἩἨ ος πρ πρ 





ζίαι)Ξ0-»0- ' ο] 
Πρ 


10 


Μια εξήγηση για το “τελικά” 





; 2 1 ; 1 2, Ἱ 2 
Ψπῃ, υπάρχει περιοχή του --- και συγκεκριµένα η 4- ο---- 
Πρ πρ ἩπρΕἱ πρ Ἡπρεἱ 


1 
που δεν περιέχει κανέναν ρητό της µορφής - Συνεπώς Υχεά ᾖ(α)Ξ0 και άρα 


και /{ (αι) Ξ 0 τελικά. 
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14. Να βρεθούν δύο συναρτήσεις {,56: 








ο : - μυ : : 
α) Η { να µη είναι συνεχής στα σηµεία 1. ο... και συνεχής παντού 
αλλού. 
- . : ΙΙ ; 
ϱ) Ἡ σ να µη είναι συνεχής στα σηµεία 1. ο πο και 0, και συνεχής 
παντού αλλού. 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
ϱ  απ--, ηΞ 1.22... 
α) /{(α)Ξ 1 «Ἡ απόδειξη στο προηγούμενο. 
-.- . ΗΞΙ,2.3. 
η η 
1 
ϱ α---, η Ξ1,2,3, 
ϐ) εία)- Ί 
αι 
η 





15. Να αποδείξετε. ότι αν η { είναι συνεχής στο [α. β]. τότε κατασκευάζεται 
µία συνάρτηση σ η οποία να είναι συνεχής στο 0 και για την οποία να ισχύει 
4) τν δία), ν χε [α.ῥ]. 

Με κατάλληλο αντιπαράδειγµα να αποδείξετε ότι για διάστηµα (α, ϱ) γενικά 


τούτο δεν είναι δυνατό. 











Τα), χ«α 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ορίζω σ:0 -»ὅ µε σί(α)Ξ « Γ(α), ασακςβν. 
{(Α), αΣῤ 


Ἡ ο προφανώς είναι συνεχής στο ὅ, εκτός ίσως από τα σηµεία α και ῥ όπου πρέπει 
να εξετασθεί η συνέχεια λεπτομερώς 

μπι σί(α) Ξ ε(α)Ξ Γπι εί). 

χ-σα χ-σα 
Ομοίως και το ῥ. 


Όταν όµως έχω ανοικτό διάστηµα τούτο δεν είναι δυνατό πάντα, όπως φαίνεται και 
από το παρακάτω παράδειγµα: 


1 
αΞ σου . 
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Ἡ { είναι συνεχής στο (0,1). Αν όµως υπήρχε σ:σ(1)- Επι Τ(α) τότε σ(1) -- οο 
χ- 


άτοπο. 





16. Δώστε παραδείγματα συναρτήσεων, ορισμένων στο αρ έτσι ώστε: 


(ὃ Ππι Γ(α)Ξ- πι {(α), είναι πεπερασμένα και διάφορα του {(αρ) 
α-δαὸ 0 


α-δὰρ 
(δηλαδή αιρόµενη ασυνέχεια µε επανορισµό της τιμής στο αῃ-πρώτου 
είδους) 


(ϐ) πι (4) δε πι {(α). είναι πεπερασμένα και διαφορετικά και τα δύο µε 
χ-δλὸ χ-λχρ 


το / (αρ) 
(1) πι {() πι {(4). είναι πεπερασμένα και /Γ(αρ)Ξ πι {(4) (δηλαδή 
χ--δχρ χ--δχρ ἆ- δρ 


συνεχής αριστερά-πρώτου είδους ασυνέχεια) 


(ν) πι πι {(α), είναι πεπερασμένα και /(αρ)Ξ Ππι {(4) (δηλαδή 
χ--δχρ ἂ-δὰρ 


Χ- Χρ 
συνεχής δεξιά-πρώτου είδους ασυνέχεια) 


(0) πι - Ηπι {(α). είναι πεπερασμένα και δεν ορίζεται η { (αρ) (αιρόµενη 


χ-»α  α-λαῃ 
ασυνέχεια µε κατάλληλη επέκταση του πεδίου ορισμού) 
(ν!) Το αῃ είναι σ.σ. του πεδίου ορισμού της συνάρτησης, υπάρχει το {[(αρ). 
αλλά δεν υπάρχει στο όριο στο αῃ, είτε από δεξιά, είτε από αριστερά. είτε 


είναι πεπερασμένο είτε άπειρο. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


1. αν α-θ 


ὢ Λι ΛΩΞής ος. 


| πι Αα) πι Γ(α) -1 και /(0)--0. 
χο χ-»θ0 


Αν ορίσουμε νέα συνάρτηση διλω-ξ/{ῶ ν΄ αχα-θ και Λ(0)Ξ1 η 


ασυνέχεια αίρεται. 


1 «30 
α)  ρτβρία)- 2 κ-θὶ, Ιπι ρα) κ--ἶ [πι {ο(ά) και /(0)--2. Έχω 
χο” α-»θ 
-ἶἰ. καθ 


ασυνέχεια πρώτου είδους που δεν αίρεται. 
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χ»0 


| Ἡι ο) -- Ε(0) κ ἰ-- Ιάα Γ). Ἐδώ έχω 
χςῦ χ-θ χο” 


έα 1, 
0 α.ρῶ- . 
πλευρική εξ αριστερών µόνο συνέχεια στο 0. 


. Ι . 1. χ20 
ὤ) Αα. ῶτν τρ 


| πι Γ(α)λΞ1Ξ {(0θ)---ἵξ πι {(1). Εδώ 
α-»ο” α-»θ” 
έχω πλευρική εκ δεξιών µόνο συνέχεια στο 0. 


(ν) (αλ ο ιω (0.190). Όμως ὡς γνωστόν μπι ο --], Επομένως 
χ 


χ-.0 Χχ 


η ασυνέχεια αίρεται µε κατάλληλη επέκταση σε όλο το ὃ όπου 


"μα, 


.- . αν α-σοθ 
ς τς) τἹὶ ἅ 
1. αν αΞ0 
᾿ -0 
(νΏ. {ς: Γε(α)Ξ .. . ώ . Ἡ {ς είναι φραγµένη κι άρα δεν έχει άπειρο 
0, κΞθ 


όριο σε Κανένα σηµείο του πεδίου ορισμού της. 


1 





Θεωρώ την ακολουθία ατα Ξ Ὄθκαιακ,-θ νπεὸ. 


πω ὃ 
2 


1 ο 
Ἐπίσηςτην αχ τα, Ξ-----»0καια -θ νεθ. 
2πη 


Τότε εί) Ξ Ἰμήλαι .. 5) Ξ-1-»1 


Και Γεία:) Ξημ(2πΗ)Ξ0-2»0. 
Δηλαδή βρήκαμε δύο µηδενικές ακολουθίες, Ύια τις οποίες 


Ππι Γςίαι) ή πι {ς(αι). Άρα δεν υπάρχει όριο της {ς στο 0. Εκεί λοιπόν έχω 
π--»μοο --»οο 


ασυνέχεια η οποία δεν µπορεί φυσικά να αρθεί. 





17. Να κατασκευάσετε παραδείγµατα µε όλες τις δυνατές περιπτώσεις 


ασυνέχειας 2ης κατηγορίας σε σηµείο αρ του πεδίου ορισμού συνάρτησης. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
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ο Ιπῃ {(α) - --οο 
χ-»θ 

ο ος Π(α)Ξ0 

 /(0Ξ0. 


Δηλαδή είναι εκ δεξιών συνεχής στο 0, ασυνεχής στο 0. 


-ᾱ,. χεί-1].0] 
(10) η 1ο το (α) Ξ- α. χε(θ 0 έχει: 
Χ 


ο ΙΠ {2(1)-0 
χ-»θ0 


ο ᾖΙΠ {ο(α) - -οο 
αρ” 


ος 
Δηλαδή είναι εξ αριστερών συνεχής στο 0, ασυνεχής στο 0. 
αν αε(-Ι0) 
χ 
(η {: πα)ξι-2, κΞ0 έχει: 
Χ. . χε(θ,) 


ο ΙΠπ [9-0 
χο” 


. Ἱπῃ ο) ---0 
α-»θ 


. ϱί0--2. 
ο Δηλαδή η {: είναι ασυνεχής στο 0 και δεν έχει πλευρική συνέχεια. 
.- ο 
ο ο μα έχει 
2, κΞθ 


ο [πι {(1) Ξ -οο 
χ-»0. 

ο ΙΠῃ {μ(1) - Ίοο 
χ-δθ0 


.. {/ί0-2. 


Δηλαδή η {, είναι ασυνεχής στο 0 και έχει δεξιά και αριστερά όριοτο -οο. 
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ας χ0 
(ν) η 5: /ς()Ξ- .. 
2, κΞθ 


έχει: 


ο ᾖΙΠ [ς(α) ---οο 
χ-»θ 

ο ᾖΙΠ [ς(α) -- --οο 
χ-»0 


ο /{(0-2. 


Δηλαδή η /ς είναι ασυνεχής στο ϐ, και έχει δεξιά και αριστερά όριοτο --οο. 


χ-ῦθ 
χκΞθ 


έχει: 


1 
(ν) η {ς: /ε()Ξ . 
0, 


ο Ιπῃ [ς(α) -- οο 
α-»θ” 

ο Ιπῃ [ς(1)-- --ο 
χ-»0 


 /(0Ξ0. 
Δηλαδή η /ςέχει εκατέρωθεν του μηδενός όρια --οο και --οο Και είναι ασυνεχής 


στο 0. 





1δ. Είναι γνωστό ότι ισχύει: «Αν η { συνεχής τότεκαιη | {| συνεχής». 
Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης { ορισμένης στο ὃ . η οποία να είναι 


παντού ασυνεχής, ενώ η | {| να είναι παντού συνεχής. 











1. αν α΄ ρητός 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η {:τ/{ ώ-] | είναι όπως είδαμε (Β5.1.9) 


-ἶ, αν α΄ άρρητος 
παντού ασυνεχής. 


Όμως| Γή ΓΙ). Ν κεθ είναι προφανώς παντού συνεχής. 





19, Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης {:0-»ὸ0 µε 
αἱ, νκεὂ 4) 
η οποία να είναι συνεχής στο 0 (προκύπτει από το (1)) και η οποία να είναι 


ασυνεχής ν χεὂ-(θι. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Για κΞ0 η (1) δίνει 
4 ΠΟΕΙ/{ωΩΚ0. (2) 
Αλλά 
{90 νκεὂ. (3) 
Από(2)και(32)έχω|/(0Ξ0-»/(0.-0. 
Έτσι, εξετάζοντας την συνέχεια στο 0 έχω: 
ωα-/{ίοθΓ-οΗ Ρα. (4) 
Έτσι, ν εΣ0., λαμβάνοντας ὃΞε.έχω |κ--θ]« τή Γ{Ε(α)-- (0)! δηλ.η { συνεχής 
στο 0. 


Συνάρτηση που να εκπληροί και τη δεύτερη συνθήκη είναι η 


η ῶτής αν α΄ ρητός | 


0, αν α΄ άρρητος 
αφού είναι ασυνεχής να εὂ --{θλ (βλέπε απόδειξη εφ. 10 παρόντος κεφαλαίου) και 


ωρα, αν α΄ ρητός , 


θ-« ΧΙ, αν α΄ άρρητος 


Δηλαδή | {() κα! νκεθ. 





20. Να αποδείξετε µε κατάλληλα αντιπαραδείγµατα . ότι δεν αληθεύουν οι 
παρακάτω ισχυρισμοί. 


(ὃ Αν η { συνεχής στο (α,β] τότεη { παίρνει μέγιστο και ελάχιστο στο 


(α,β! 


1 
(9 Άνη /Γ συνεχής στο αρῃ, τότε και η Ἔ συνεχής στο αρ 


(11) Αν η Γ παίρνει θετική τιµή σε κάποιο αρ ΕΠ (/). τότε υπάρχει περιοχή 
του αρ, στην οποία η /Γ παίρνει θετική τιµή 

(ν) ΆἉνη { συνεχής 

(ν) Αν η /Γ είναι µια συνάρτηση . τότε η5σ., µε σ(α)- Γ(α” κ) είναι 
συνεχής 

(νὴ Κάθε συνεχής συνάρτηση είναι φραγµένη. 

Για κάθε έναν Ψευδή ισχυρισμό να γράψετε την επιπλέον συνθήκη ή 


περιορισμό που απαιτείται ώστε να είναι αληθής. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
. 1 : 
(ϱ η Γ:(01]-»0 µε {Γ(α)Ξ-- είναι συνεχής ισχύει Ιἶπι Τ(α)Ξ-οο, άρα η { δεν 
χ αλ 


έχει μέγιστο στο πεδίο ορισμού τῆς, επομένως είναι ψευδής. 
Για να είναι αληθές το συμπέρασμα του ισχυρισμού, θα πρέπει η {να ορίζεται σε 
κλειστό διάστηµα [α,β]. Η κλειστότητα του διαστήματος αποτελεί µια ικανή 


συνθήκη, αλλά όχι και αναγκαία. 
. -, : 1 ; 
(1) Αν /Γ(α0) ξα/0 και χῃΞθ.,τότεη Γείναι συνεχής στο 0, όµως η ων είναι 


συνεχής στο 0, αφού εκεί δεν ορίζεται. 


Για να είναι αληθές το συμπέρασμα πρέπει κι αρκείτο {(αρ)-0. 


-ἰ. αν α-θ 


(11) Έστω {ί49) | | ο Τότε ᾖ{(0)Ξ120, αλλά δεν υπάρχει 


Εἰ. αν ακΞ0 
περιοχή του μηδενός για την οποία {(4) 20 αφού /{(α)«0 νΥκχεὸ-({θ. 
Για να είναι αληθές το συμπέρασμα πρέπει κι αρκεί η Γνα είναι συνεχής στο αρ. 


-ἰ. αν α-ῦθ 


(ν) Αν ω-! . ία” α κἳ) - ΓΕ) ασυνεχής. 


Εἰ. αν ακΞ0 
Για να ισχύει το συμπέρασμα πρέπει και η Γνα είναι συνεχής και να ορίζεται η 


σύνθεση της / µε την ἠ(α) -- α΄ Εκ) /ὅ. 
(ν) Ἡ {Γ(4)Ξ οφ/ - σσ) είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της αλλά µη 


φραγµένη., αφού Ππι εφχ -- --οο και Ππι εφχ---οο. 
χο. ενώ 
2 
Μια αναγκαία συνθήκη για να είναι φραγµένη είναι να ορίζεται σε κλειστό 
διάστηµα ή αν ορίζεται σε ανοικτό ή ηµιανοικτό, να υπάρχουν τα όρια στα ανοικτά 


άκρα και να είναι πεπερασμένα. 





21. Ἐίναι γνωστό, ότι το άθροισμα συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής 


συνάρτηση. Να αποδειχθεί ότι αυτό είναι σωστό µόνο για πεπερασμένο πλήθος 








συναρτήσεων. 
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1 . 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν {0 ---. να εθ, τότε είναι γνωστό ότι ὥς σταθερές όλες οι 
Ἰ 


ᾖ, (απ εὸ) είναι συνεχείς στο ὃ. Όμως 


πο ο. 


Δηλαδή το απειροάθροισµα των συναρτήσεων δεν είναι καν συνάρτηση. 

Επειδή όµως µπορεί στην εκφώνηση να προστεθεί η φράση «... όταν έχει νόήηµα 
συνάρτησης το άπειρο άθροισμα συναρτήσεων», παραθέτουμε ένα περισσότερο καίριο 
αντιπαράδειγµα. 


Π 
η ὰ 





Θεωρώ τις συναρτήσεις {(α)Ξ(-!1) . πεὸ /[-ἶ1] οι οποίες είναι όλες 
συνεχείς στο [--1.1]. 


Όμως . σα εαν Ιος(1 -- α) /(--Ι.1] (Ανάπτυγµα Μας Γαυτίη). 
1ΞΙ ι 


Ἡ συνάρτηση |ος(1 -- κ) δεν ορίζεται στο --Ι, αλλά ούτε και συνεχής επέκταση στο 
--ἰ µπορείνα υπάρξει, αφού Ἠπι (1-1) ---οο. 

Χ-δ- 
ἨΒρήκαμε δηλαδή µια άπειρη οικογένεια συναρτήσεων που είναι συνεχείς στο [--1.]]. 
αλλά το άπειρο άθροισµά τους είναι συνεχής συνάρτηση µόνο στο (--Ι.1]. ενώ στο 


--1 δεν είναι δυνατόν να υπάρξει συνεχής επέκταση. 





22. Ισχύει η πρόταση. ότι «Αν σ συνεχής στο α. και η { συνεχής στο σ(α). 
τότεκαιη {ος συνεχής στο α). 


Λόγω αυτής ακριβώς της πκπροτάσεωῶς µμπορούµμε να γράφουμε 
πλ ο {πι εω) ο ο πο ο ο πατε. 
χ-λα χ-δα 


«τα σύμβολα του ορίου και της σύνθεσης συναρτήσεως “αντιμετατίθενται”». 


Να αποδειχθεί µε κατάλληλο παράδειγµα, ότι όταν η { δεν είναι συνεχής στο 


σ(α). τότε γενικά δεν ισχύει το θεώρημα. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ: 
σ(α) Ξ κ/ὃ 


204 


κ. 0, α-σθ /ὅ 
Γ(α) Ξ ο... 


Για α-θ., έχω: 


Ππι σ(χ) - ΠπιχΞ0 
χ-»0 χ-»0 


πι /(6ϱ9) Ξ πι β.Ξ 0 (1) 
Γη ε())- {051 (2) 


Από (1) και (2) έχω Επι Γ(ρ(α) κ { Εΐπι σ(α)) κι αυτό διότι η { δεν είναι συνεχής 
χο» χ- 


στο σ(0)-0. 





23. Να βρεθούν -αν υπάρχουν- δύο συναρτήσεις παντού ασυνεχείς στο ὃ, των 


οποίων όµως η σύνθεση. να είναι παντού συνεχής. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την συνάρτηση του ΠὈΙτιοΠ]εί 


1. αν α΄ ρητός 
ΓΣ.) . | 
-ἶ, αν α΄ άρρητος 


σε σύνθεση µε τον εαυτό της. 


























Ἡ Γο [ ἐχειπεδίο ορισμούτο  και(/Γο [)(α)Ξ1 ν χε] ηοποίαωςσταθερή, 


είναι συνεχής. 





24. Αν η [/(α)]’ είναι συνεχής τι συμπέρασμα εξάγεται για την συνέχεια της 


Γη 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Δεν µπορεί να εξαχθεί κανένα συμπέρασμα, αφού: 
Αν /Γ(α) - κ (συνεχής Ψ κ εδ) τότε και [/(1)]΄ -- κ΄ είναι επίσης συνεχής ν κ εδ. 


1. αν α΄ ρητός 


Όμως, αν /Γ(α)Ξ | | είναι ασυνεχής ν χεὂ ενώ [/(1)΄ -ι 


-ἶ, αν α΄ άρρητος 
ὡς σταθερή είναι συνεχής σ χεθ. 
Ένα ηµιγενικό παράδειγµα είναι το εξής: 


δ(1). χε (-.ο,α) 
--ϱ(α). αε[α.οο) 


. 


[νότου α εὂ και 
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η ο είναι µια πολυωνυµική (συνεχής) συνάρτηση, η οποία δεν έχει ὡς ρίζα το α. 
δηλαδή σ(α)-0. 
Τότεη σ παρουσιάζει ασυνέχεια στο α, αφού 


τος ο ο ο- 


Όμως [1(1) --[σ()] που είναι συνεχής ν κεδ. 





25. Ὑπάρχει συνάρτηση { που να εκπληροίτις παρακάτω συνθήκες: 
ο Ορισµένη στο (0,1) 

ο Ασυνεχής σε κάθε ρητό του (0.1) 

ο Συνεχής σε κάθε άρρητο του (0.1) 











αν αχ άρρητος 


0, 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η Γ: 40511 εκπληροί 
Ἰ 


.. αν χο (η) 1 ή θπιπεὸ 
Ἰ 
όλες τις τεθείσες συνθήκες. 
Για να δείξω ότι είναι συνεχής στους αρρήτους του (0,1) πρέπει να δείξω ότι αν αρ 
άρρητος, τότε το πι Γ(09)Ξ0«» 
ψε»θ, 3ὃδΣθ:0«1χ- αρ δ {(1)-θ]κε. 

Δηλαδή ισοδύναμο 

ψε»θ, 3δΣθ:θ«1χ- αμκδς/{(α)|«ε 4) 


Προβαίνω στην ακόλουθη κατασκευή: 


Για τον οιονδήποτε ε20., 3πρ εὐ:πῃ 2 . (Αξίωμα Αρχιμήδους-Ευδόξου) δηλαδή 
ε 


- «ε (2) 
Πρ 


Σχηµατίζω µια διαµέριση του (0.1) µετο σύνολο 





» 


Ὃ ο ο ο... 
ο ια ο ή 


Δηλαδή: 
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ο Το Ρ περιέχε όλα τα ανάγῶγα κλάσματα που έχουν παρονοµαστές 


μικρότερους ή ίσους απὀ το πρ. 


10 





᾿ . ͵ Ι : 
ο Το βέχειῶς ελάχιστο στοιχείο του το --- Και μέγιστο το 
Ἰ Ἰ 
0 0 


Γιατο αχ ε(θ!1) υπάρχουν τα εξής τρία ενδεχόμενα: 

1. Το κ είναι άρρητος. Τότε {(4)Ξ0., δηλαδή | {(α)Ε/0]/«ε, δηλαδή η (1) ισχύει 
νδΣ0. 

2. (κ εδ και χς Ρ). Τότε 


καν και λρ 2 Πρ (3) 


0 


(Ἑκ κατασκευής του 9). Τότε όµως θα έχω: 


| ή | 





«ε ηοποίαισχύει νὸ 20 


-« 
ο 





ἕ ; Ι ᾿ ὁ 
(αφού το συμπέρασμα --- «ε ισχύει εκ κατασκευής). 
Πρ 
α 


-, Εκλέγω τότε ὃ -- πη{]χρ--χ|, χε βΡ}. Είναι 
τρ 


3. (χεῦ και χεβ). Τότε χ- 


ὃ50, διότι |χρ-α 0 νΥκχεθ και επίσης επειδή αχ ρητός και αρ άρρητος έχω 
[δ,-χθ νχεβ. 
Έτσι λοιπόν αν θεωρήσω τη σχέση θ«]αχ--αμ]«ὸ., τότε το α΄ δεν µπορεί να 


ανήκει στο ΑΒ. Θα είναι επομένως κάποιος ρητός της περίπτωσης 2. που 


εξετάσθηκε άρα και πάλι θα ισχύει | {(α)«ε, (αλλά όχι για κάθε ὃ 20) για 


ὃξ πήπ{[χ-αρ,χεβ»20. Επομένως πι {(4)Ξ0 για Χρ άρρητο ή ρητό 
χ-»ὰρ 
στο (0,1). Επίσης {(αρ)Ξ0 για αρ άρρητο. Άραη / συνεχής σαρ ε(θ.)λὸ. 
Θα δείξω την συνέχεια και σε κάθε ρητό αρ ε(θ,1). Αν αρ ρητός, τότε {(αρ)Ξ0. 


Θεωρώ ακολουθία αρρήτων αι ΤΧ, -ὂαρ καὶ αχ, Ἔαρ ΥΠ εὸ τότε 


Γίαι)-θ-»03 (αρ). 
Άρα η { δεν είναι συνεχής στους ρητούς του πεδίου ορισμού της και η απόδειξη 


ολοκληρώθηκε. 
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Μια επαναληπτική , αλλά αδρή σκιαγράφηση του µή συνήθους τµήµατος της 
απόδειζης ότι πι {Γ(α)-0, αν αρῃ άρρητος: 
κ-δχρ ον 


1 ο 
ο» Ψε20, και -20. Σύμφωνα µε το αξίώμα Αρχιμήδους-Ευδόξου 3πρ εΟ: 
ε 
1 1 
πρὸ-Ὁ--«ε. 
ε πρ 
ο Έστω αῃ άρρητος και αρ ε(θ,). Στο διάστηµα (0.1) υπάρχει πεπερασµένος 
αριθµός αναγώγων κλασμάτων µε παρονομαστή μικρότερο ή ίσοτου πρ (Είναι τα 


κλάσματα του β). 


ο ΤΟ χῃ απέχει απὀ το κοντινότερο ανάγῶγο Κλάσμα του Ρ απόσταση ὃ 20. Έτσι, 


1 
θα έχω ότι Υχεί(αρ-δ.,.Χχρῖὸ | /{ία)Κ--. (Διόι αν α΄ ἀάρρητος 
Ἡρ 


1 
[950 - «ε, αν χ ρητός θα έχει παρονομαστή µεγαλύτερο απὀ πρ (έστω 
0 


ο. 
Πρ 





1 
λ) οπότε | /(αη)Ε ᾗ 


Επομένως Νε20., αρκεί να επιλέγω το πρ Και το ὃ που περιεγράφησαν πριν και 
θα εκπληρούται ο ορισμός τῆς συζυγίας στο 0, δηλαδή νεΣ0, 3δ20: 


0«Ίχ-αρκὃ] {(α) κε. 


Περαιτέρω σχόλια για το συγκεκριµένο παράδειγµα: 
Ἡ { µας δείχνει ακόµα και τα εξής: 


ο Αν µια συνάρτηση { είναι συνεχής σε ένα σηµείο αρ, δεν έπεται ότι θα είναι 
συνεχής σε κάποια περιοχή του αρ. 
Πράγματι, αν αῃ άρρητος, η { είναι συνεχής στο αῃ, αλλά οποιαδήποτε περιοχή 
του χρ λόγω της πυκνότητας του ὃ στο ὃ , θα περιέχει και ρητούς στους οποίους 
η { είναι ασυνεχής. 

ο Μία συνάρτηση όπως η {., µπορεί να είναι συνεχής σε ένα πυκνό σύνολο και 


ασυνεχής σε ένα άλλο. 


Πράγματι, η { είναι συνεχής στους αρρήτους που είναι πυκνοί στο ὃ και 


ασυνεχής στους ρητούς που είναι επίσης πυκνοί στο ὂ. 


20δ 


ο σςε20,το ὃ δεν προκύπτει αναγκαστικά ὡς αναλυτική έκφραση συνάρτησης 
του ε, αλλά μπορούμε απλώς (όπως απαιτεί κι ο ορισμός) να εξασφαλίζουµε την 


ύπαρξη του ὅ, όπως κάναµε στην απόδειξη. 








26. Ὑπάρχει και άλλη συνάρτηση µετις ίδιες προὐποθέσεις µε την προηγούµενη 











δηλ. {:(0.1) -»] µετην { ασυνεχή σε κάθε ρητό του (0.1) και συνεχή σε κάθε 





άρρητο του (0.1) 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


Ως γνωστόν το σύνολο (0,1)Ωωῷ είναι αριθμήσιμο. Άρα τα στοιχεία του τίθενται σε 
µια «1-ἱ» και «επ αντιστοίχιση µετο Ν. Επομένως τα στοιχεία του ., θα έχουν την 
µορφή {ρι,ρ,.ρ.»..'}. Ορίζω την { ὡς εξής: 
1 
ἅδο. » -τ «Το άθροισμα ., αναφέρεται στους φυσικούς αριθμούς { για τους 
ριξα 


οποίους οι ρητοί ϱ, δεν είναι µεγαλύτεροιτουκχ. 


Ἡ { είναι ασυνεχής σε κάθε ρητό ρ αφού για κάθε χ και για κάθε ὃ µεθ-ςχ-«ρκ ή 


[τς οὸ ; ͵ 
[Χ-ρκ]-ὸ 31 /{(ρι) {85 ση (άρνηση ορισμού τῆς συνέχειας της /; στο ρκ για 


1 
ἕ------ 
2. ) 


Στους αρρήτους του (0.1) η {είναι συνεχής . Πράγματι, αν θεωρήσω τυχόν 


τι 1 
χρε(θ,ΡΛΩ καιεΣθ.,τότε ΠΕΝ, µε πε 


Ξη-ΕΙ 
Αν ὅ ΞΤΠΙΏ/αι- ϱ)| τότε για κάθε χε(θ,])µε]α--αι]«δ ισχύει ότι 
1ς«ίκη 


οο 


0 αὐΙκΣσρ«ε. 


ἵξη-εἱ 
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5..ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΠΑΡΑΔΛΕΙ ΜΑΤΩΝ ΣΥΝΕΧΕΙΑΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
Α.ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΣΤΟ ΠΕΔΙΟ ΟΡΙΣΜΟΥ ΤΟΥΣ 


α) 
β) 
γ) 
δ) 


ϱ) 


Β. 


Κάθε πολυωνυµική συνάρτηση είναι συνεχής στο Ο. 

Κάθε ρητή συνάρτηση είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της. 

Κάθε άρρητη συνάρτηση είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της. 

Ἐκθετική (α”). λογαριθµική ΙΧ συνάρτηση. ημίτονο συνάρτηση συνηµίτονο, 
είναι συνεχής στο π.ο., τους. 

Άθροισμα, διαφορά, πηλίκο, αλγεβρικά αντίστροφη σύνθεση, αντίστροφη, 
συνεχών συναρτήσεων, είναι συνεχείς συναρτήσεις. 

Με αυτά µόνο, μπορούμε να κατασκευάσουµε µία εξαιρετικά µεγάλη οικογένεια 
συνεχών συναρτήσεων µιας και Ἱστορικά είναι οι πρώτες που μελετήθηκαν ως 
εμφανιζόμενες στη φύση, όπου όλα τα φαινόμενα (τουλάχιστον του 


µακρόκοσμου) είναι “συνεχή” µη κβαντικά, µη ασυνεχή. 


ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΚΛΑΛΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ: Παραθέτουµε µια στοιχειώδη 


κατασκευή για συνάρτηση µε δύο Κλάδους (µε περισσότερους κάνουµε µια όμοια 


επέκταση). 


Ῥρίσκουμε δύο συνεχείς συναρτήσεις /Γ/α.β] και σ/{6.,γ] 


Σχηµατίζουµε την συνάρτηση ᾖἠ: 


οδός ο. χε .. 
δα). ακεί(ό.)] 


Απαιτούμε 


πι «0)5 (8) (1) 


Για να έχει λύση η (1). δεν επιλέγουμετις {, 6 τυχαία, αλλά σε µια γενικευμένη 
τους µορφή. Με αυτό τον τρόπο η εξίσωση (1) όχι µόνο έχει λύση αλλά µπορεί 
να έχει απειρία λύσεων, οι οποίες αντιστοιχούν σε απειρία παραδειγµάτων 


συνεχών συναρτήσεων. 


Τα) - αχ” «« ῥχε}/{0.1] 


Π.χ. 
σ(α) -- δχ- -- εκ «- ὅ /[1.2] 


Ππι σ(α)Ξδ κε, Γ(ί)ξακβ-). 
χο] 


Δηλαδή πρέπεικιαρκεί δὃ-εκζξα-κβ-ε}). 
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Άραη {: 


τω] ΕβΧΣγ, ο... 


δχ᾽ Γεχ(αβγ-δ--ε). αε(ι.2] 


είναι συνεχής, στο πεδίο ορισμού της για κάθε α. ῥ,}.δ,ε.εθ. 


Γ.ΑΣΥΝΕΧΕΙΣΣΕ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΟ ΠΛΗΘΟΣ ΣΗΜΕΙΩΝ 


ο Γκλέγουμε µια συνάρτηση παντού συνεχή. έστω {(α)/ 4 


α--α)ῶ. νε ανίῶ 
ο Ορίζω σ:σ(α)Ξ ο Ἡ µε ας, 4 διάστηµα ή ένώση 
κ. ρε ἃ 





διαστημάτων και κ: Γ(α). Τότεη σ έχειτην ίδια γραφική παράσταση µετην { 
µε την διαφορά ότι είναι ασυνεχής στο α. 


Π.χ. Αν, {(α)Ξ 2χ/0 


λκ ον αχ 
δί(α)Ξ χ--ἰ 
4. κΞ] 


τότε η σ γεωμετρικά, είναι η ευθεία γνΞ-2κχ τῆς οποίας το σηµείο (1. 3) έχει 
ανυψωθεί κατά µία µονάδα. 


Για περισσότερα σηµεία ασυνέχειας κάνουµε ανάλογη εργασία. 


Δ. ΣΥΝΕΧΗΣ ΕΠΕΚΤΑΣΗ: Εφόσον υπάρχει ένα όριο της µορφής 


Ππα τε ξ µε αιΕεΚδ., αι σ.σ. του πεδίου ορισμού της ων 
ἆ-δαο 6/0) ξ5) 





























Χρ ΕΗ κ τότε έχω συνεχή επέκταση τῆς δρ ως ακολούθως: 
κ4 κ4 


1. { 
ο - 9 ναμ[έ] 


λ, χΧΞ- Χρ 
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6. ΟΕΩΡΗΜΑΤΑ: ΒΟΙΖΑΝΟ-ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΕ 


ΚΛΕΙΣΤΟ ΔΙΑΣΤΗΜΑ- ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΚΑΙ ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ 
6.1. ΘΕΩΡΗΜΑ ΒΟΙΖΑΝΟ 





Η συνάρτηση / είνα ισυνεκής στο διάστηµα Δζ[αβ] 
με α, β να ανήκουν στο Β. 


Η συνάρτηση / είναι γνησίως Η συνάρτηση { είναι "1-1" 
μονότονη στοΔ 








1. Να αποδείξετε µε κατάλληλα αντιπαραδείγµατα ότι η προὐπόθεση της 
συνέχειας της { στο [α,β] στο θεώρημα Βο[Ζαπο, είναι ουσιώδης ώστε να 
ισχύει το συµπέρασμµά του. 

Συγκεκριµένα: 

() Η υπόθεση της συνέχειας της [ στο αχ ε(α.β) απολύτως αναγκαία 


(1) Επίσης η συνέχεια στα άκρα α και ᾖ. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η προὐπόθεση της συνέχειας της { στο [α. /] είναι ουσιώδης, διότι 
έστω και σε ένα σηµείο αρ του [α,β] να µη είναι συνεχής η /, είναι δυνατόν να µην 
ισχύει το συμπέρασμα της ύπαρξης ρίζας της {(α)Ξ0 στο [α,β]. 


-2, αν χε[-ἶ 0) 
() Ἔστω {Γ:[--1,1]-» µε [ία 1, αν «κΞ0 
2 αν χε(ο,]] 














Για την Γισχύουν: 


ο Είναι ορισμένη στο κλειστό [--1.1] 
συ) οσα«Ὁ 


ο Είναι ασυνεχής στο αχῃθ, αφού 
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πι ο) --ον ἴπι ()Ξα2κΙς 9 
χ-»θ0. 


α-»θ 
ο Είναι συνεχής ναρ ε[--1]λ{θ}. 
Όμως ἂχε[-11]: Γ(49)Ξ0 µιας και η {Γ εξ ορισμού είναι διάφορη του 
μηδενός για κάθε χε[--1.]]. 
(1). Για την ασυνέχεια στα άκρα: 


9 : 2, αν χε[-ἶ].) 
Θεωρώ την συνάρτηση ο: σ(χ) - : 
-2, αν κ] 
Γιατην σ ισχύουν: 
ο Είναι ορισμένη στο [--1.1] 
. συ /252052--4«ο0 


ο Είναι ασυνεχής στο αρ ΞΙ. διότι Επι {Γ0σ0Ξ25--2Ξ 1) 
χο» 


ο Είναισυνεχής νχε[-],). 
Όμως (επίσης εξ ορισμού) {(α)-κθνκχε[-1]]. 
Ανάλογο αντιπαράδειγµα μπορούμε να παραθέσουµε και για ασυνέχεια στο 


αριστερό άκρο του διαστήματος. 





2. «Αν {/ συνεχής στο [α.β] µε {Γία)«Ι και {[(0)Σ1. τότε υπάρχει 
κεί(α.β): Γ()Ξ0». 


Να αποδειχθεί η πρόταση αυτή δεν αληθεύει.. 











1 . 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Δεν αληθεύει. Για παράδειγµα.αν {: ε. ο μΕ (αλας 


Τότε ήσ]-α«ι. ήβ]-τι, όµως η εξίσωση /(α-θκ-θςκ-θ 


4 2 
1. 3 
ο --- 
21] 


3. Να αποδειχθεί ότι η µη ισχύς των υποθέσεων του Θ. Βο]Ζα4πο δεν σηµαίνει 





ότι η εξίσωση {(α)Ξ0 δεν έχει ρίζες στο [α.β]. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
(). Γιατην Γ:[-1.1] ΣΕ µε Γ(α)- κ΄ έχω 














ο { συνεχής στο [--1.1] 
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ο {(-1./{(4)Ξ1320 (Δεν εκπληρούται προὐπόθεση του Θ. Βο[ζαπο) και η 
Τ() Ξ 0 έχει ρίζα το 0. 

Δηλαδή, παρότι δεν εκπληρούται µία των προὐποθέσεων του Θ.Βο[ζαπο, εν 

τούτοις, η εξίσωση {(α) Ξ 0 έχει µια ρίζα στο κλειστό πεδίο ορισμού της [--1.1]. 


19] 


2 3 


ϱ 
π ᾖτπ 





1 
. χε 
(1) Γιατην σ: σ(α)Ξ ώς ο έχω: 


0, κΞθ 


5 
ο Είναισυνεχής χε - -ῃ , διότι απειροστή επί φραγµένη συνάρτηση, δίνει 
ππ 


απειροστή και άρα πι σ(α)Ξ πι ο μ- Ξ σ(0)Ξ0) 
α-» χ-» χ 





2 2 4 
ο 4 τμ[τ]-{ χ )-- 1 Ξ-- 20 και η 6 ἔχει άπειρες ρίζες στο 
π π π π π 


2 : 
διάστηµα | ---,--|. 
ππ 
Δηλαδή το Θ. Ῥο[ζαπο είναι µια ικανή συνθήκη για την ύπαρξη µιας 
τουλάχιστον ρίζας της εξίσωσης {(α)Ξ0 στο διάστηµα [α. β] αλλά όχι και 


αναγκαία. 





4. Δείξτε, ότι αν εκπληρούνται οι υποθέσεις του Θ. Βο]Ζαπο., δεν σηµαίνει ότι 


θα έχω µία µόνο ρίζα. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θα παραθέσουµε παραδείγματα, όπου εκπληρούνται οι συνθήκες του 
Θ. Βοἱζαπο και η εξίσωση {{(α)-0 έχει π εὸ διακεκριμένες ρίζες (η περιττός) από 
το σύνολο 4 ξίαι «αλ «αις..««αι}ςῦ. 
Η {Γ: Γ(ί)ξ(α- αιλα-- α))..(α--αι). α»0θ ορισμένη στο διάστηµα [α.βῤ] όπου 
α-αικαια, «ῇβ πληροίτις συνθήκες του Θ. Βο[ζαπο αφού 
ο Είναι ορισμένη στο [α, β] και συνεχής σε αυτό ως πολυωνυµική. 
ο /ία)ξία-αι]ία--α))..(α--αι) «0 αφού κάθε παράγοντας σε παρένθεση είναι 
αρνητικός και το πλήθος τῶν παραγόντων είναι περιττό. 
Ι(β)Ξξ(β- αι) -α,)..(ῥ--αι) 20 αφού όλοι οι παράγοντες είναι θετικοί. 
Έτσι {(α): {(0)«ο0. 


Η {(4) Ξ0 έχει Π διακεκριμένες ρίζες αι.ς2.....αῃ Και όχι µόνο µία. 
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Το 68. Βο]ζαπο εξασφαλίζει µία τουλάχιστον ρίζα. 





5. Υπάρχει παράδειγµα συναρτήσεως που ὃεξεν πληροί τις συνθήκες της 
υποθέσεως του Θ. Βο1Ζ4ΠοΟ, «στον μέγιστο δυνατό βαθµό» ενώ παράλληλα 


πληροί το συμπέρασμα, επίσης «στον μέγιστο δυνατό βαθµό)». 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: «Ιδανικό» παράδειγµα αποτελεί η συνάρτηση του ΠἱτίςΠ]εί. 


1. αν α΄ ρητός 


.. [ ορομόνη ο [α./] . µε α,β ε. 


0, αν α΄ άρρητος 

Γι’ αυτήν ισχύει: 

5. -(α):/(4)20 να.β εδ (Δηλαδή η άρνηση της συνθήκης /(α):/(4)« 0) 

ο Η /Γασυνεχής Ψαρ ε[α,β] (Δηλαδή δεν είναι συνεχής ούτε σε ένα σηµείο του 
πεδίου ορισμού της) 

Ως αντίστοιχο «συμπέρασμα» έχουµε ότι η {(α)Ξ0 έχει άπειρες ρίζες στο πεδίο 

ορισμού της και μάλιστα υπεραριθµήσιµες! 

Μάλιστα, και το πεδίο ορισμού µπορεί να θεωρηθεί απεριόριστα μικρού πλάτους 

(δηλαδή ῥβ-αςε, ΝεΣθ0) χωρίς να επηρεάζονται αυτά που ισχύουν για την 

συνάρτηση αυτή. 


6.2. ΘΕΟ ΡΗΜΑ ΕΝΔΙΑΜΕΣΟΝ ΤΙΜΟΝ 





1. Να εξετασθεί αν υπάρχει συνάρτηση για την οποία να ισχύει το συμπέρασμα 








του θεωρήματος ενδιαµέσων τιµών χωρίς η συνάρτηση να είναι συνεχής. 


/-α.αν θσκς«ι | 

















ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώτην {:[--1,1]-ὸ Έ µε (α)Ξ . σας οἳ 
Τότε {((-- 1.1) (-1,1]. ενώ η ᾖ ασυνεχής στο α,Ξ0. 

Ένα άλλο αρκετά πιο σύνθετο παράδειγµα όπου όµως το συμπέρασμα ισχύει σε 
οσοδήποτε μικρό διάστηµα που περιέχει το 0 και η συνάρτηση δεν είναι συνεχής στο 


0 είναι το εξής: 


- ημο., χ730 
ἕδὸ Χ 
0, ΧΞθ 


Έστω η συνάρτηση {: {(α) για την οποία ισχύει ότι δεν είναι 


συνεχής στο 0. 
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{(κ) Ε(κ)ςκίη(1/χ) 


















































Άρα κάθε περιορισμός της { σε διάστηµα τῆς µορφής [ . σσ) ( εὸ) θα 


είναι επίσης ασυνεχής συνάρτηση. Το συμπέρασμα του Θεωρήματος ενδιαμέσων 


τιµών, ισχύει για κάθε περιορισμό της { στα ανωτέρω διαστήματα. 








. , π π 
Πράγματι, έστω {{αι), {42) µε {ίαι)Σ Γ42) και αι,12 ε - 10’ σσ]: 
Τότε -ἶς Γίαι)« Γ(α1) «1 (χωρίς βλάβη της γενικότητας). Θα δείξω ότιη {. 


µπορεί να λάβει οποιαδήποτε τιµή κ μεταξύ των {{(αι), {(α2). 


Δ4ιακρίνω περιπτώσεις: 
τα χι, Χ» εί { τα δύ ά τ ός ή τα δύ στερά τ 
1) Αν τα αι.χ, είναι ή και τα δύο δεξιά του μηδενός ή και τα δύο αριστερά του 
μηδενός, τότε στο [χι,.ὰΧ2] εφαρμόζεται το 6Θ.Β.Τ αφού η {Γ/αι, 2] είναι 
συνεχής. 
τα αι,Χ ί τέ τ ός. τότ υ τ ί 
2) Αν τα Χι,Χ2 είναι εκατέρωθεν του μηδενός, τότε θεωρώ την ακολουθία 


1 ν : . : -- 
κ. -ὸ»θ. αι, 30 νκεο. Αυτή, οσοδήποτε κοντά στο 0, έχει άπειρους 
π 


πι 





κπ --- 
2 


όρους τῆς. Δηλαδή στο διάστηµα (--Ίαρίς] αρ) περιέχονται άπειροι όροι της 


2]6 


Κ., όπου | κο ἰ- πείπ{[ αι []α. []. Δηλαδή ας Ε(- [κο [ή κο |) Ψκ 2 κη. άρα και 


για κ2 2κρ. 
' π π 
Όμως /Γίαις))Ξ ο ἝἜ 5) Ξι και [Γμ Ξ ο. υπ 5] Ξ---ἶ στο 
διάστηµα 4Ξ[αοι Χο] (σ/αο πο ]ς (αι) η {/4 είναι συνεχής και 
άρα λαμβάνει όλες τις τιµές μεταξύ των /Γ(α2ς,) και Γ(αοι). Επομένως κατά 


µείζονα λόγο και μεταξύ των {(αι) και {(α)). 


3) Αν χι-0 ή αχ) Ξ0., θεωρώ το διάστηµα (αναλόγως) (0,αι) και την ακολουθία 








1 
Χ Ξ και εργάζοµαι όπως προηγουμένως. 
2κπ---- 
2 
Γ ; ΄ ιά ιά / 1 
Αν το διάστηµα είναι της µορφής (αι.0) θεωρώ την ακολουθία α; --- 
2κπ -- . 


και εργάζοµαι ομοίως. 





2. Να εξετάσετε αν ισχύει το αντίστροφο του Θ.Ε.Τ. δηλαδή: «Αν για την µη 
σταθερή /Γ:[α,ῇ]-»0 ισχύει ότι Ὑάιιχ) ε[α,β] η { παίρνει όλες τις 
ἐνδιάµεσες τιµές μεταξύ των {Γ(αι). {Γ(ία.). τότε η { είναι συνεχής στο 
[α, ].» 

Αν ὃδεν ισχύει, να διατυπώσετε πρόσθετη συνθήκη, ώστε να ισχύει το 


συμπέρασμα. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η συνάρτηση {:[0,2]--.»6 µε 


ρα αν χ ρητός και χε[θ,]] 
Ἰ()ξη-κ-2, αν α άρρητος και χε(1.2] 
0, αλλού 


ο Η { είναι ασυνεχής Ὑχε[θ,2]λ{1 και συνεχής στο | (Η απὀδειξη ανάλογη µε 
προηγούμενες οµοειδείς) 

ο Η { έχει μέγιστο στο {(1)Ξ1Ι και ελάχιστο το 0. Δηλαδή ο- «1 
σχε[θ,2]. 


Ἡ { λαμβάνει οποιαδήποτετιµή κ μεταξύ 0 και 1. 


ο) 


ο Αν κ άρρητος Ἄαρ εὔΌ:αχ/ςκ--2, αῃ άρρητος, ἱ«αρ«2(9]«κ«ς2) και 
Γαο--α-θ12-κ 


ο Ανκρητός, Ἴαῃεθ:αρςξκ. αρ ε(θ,), αρ ρητόςκαι /Γ(αρ)Ξκ. 





Για να ισχύει το συμπέρασμα, θα πρέπει να υπάρχει και η συνθήκη για το γνησίως 


µονότονοτης {. 
6.3. ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΕ ΚΛΕΙΣΤΟ ΔΙΑΣΤΗΜΑ. ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΚΑΙ 
ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ 

















1. Να εξετασθεί αν αληθεύει η παρακάτω πρόταση: «Αν {Γ:Δ-»ΙΕ συνεχής, 


τότεη Γ έχει ολικό μέγιστο και ολικό ελάχιστου 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι ψευδής. 


Ως αντιπαράδειγµα έχω: 














{10 -»Έμε [(α)-α” . είναι συνεχής στο [0.1) αλλά δεν έχει μέγιστη τιµή. 





αφού διρ{/(α):10σχ«1Ξ1 και ἆ κε[θ,1): {(α)Ξ κ ΞΙ. 


Ένα δεύτερο αντιπαράδειγµα είναι το εξής: 
1 
ου 
(α--α)ία-- ϱ) 
Για την { ισχύουν 
ο /[(α)«0νκεία,β) και συνεχής στο αυτό. 


αβ 
2 








ο Στηνθέση κΞ 9 


0 έχω ολικό μέγιστο, δηλαδή { Σ (9) να εί(α, β) 


ο [πι [(α)Ξξ πι {Γ(α)---οο- Ππι {(α)Ξ- Επι {() 

χα. χ-λα χ-λβ ΣΤ 
Δηλαδή η { είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του πεδίου ορισμού της, έχει μέγιστο, 
αλλά δεν έχει ελάχιστο. Συνεπώς η πρόταση είναι ψευδής, αφού βρήκαμε συνάρτηση 


εκπληρούσα τις υποθέσεις τής προτάσεως, αλλά όχιτο συµπέρασµά της. 


Ένα τρίτο αντιπαράδειγµα είναι ή 


ο: σ(χ)- οφ δι) η οποία: 


, , . π π 
ο Είναι συνεχής σεκάθεκχε - σσ) 
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9 Δεν έχει οὖτε μέγιστο οὖτε ελάχισο, καθώς πι /(α)Ξ-σο και 
ος 
πι /{(α)- -οο. Δηλαδή δεν είναι ούτε άνω, ούτε κάτω φραγμµένη. 
ου 
2 
Να σημειώσουμε. ότι η πρόταση είναι αληθής για κλειστά διαστήµατα της 


µορφής [α,β]. 





2. Είναι γνωστή η ισχύς της προτάσεως: «Αν η { είναι συνεχής στο κλειστό 

[α,β]. τότε η { έχει ένα ολικό μέγιστο και ένα απόλυτο ελάχιστο στο [α,β]. 

Να δείξετετα εξής: 

1) Η υπόθεση της συνέχειας στο αρῃ εία,/) είναι απαραίτητη για την ισχύ του 
θεωρήματος 

2) Η υπύθεση της συνέχειας στα άκρα του διαστήµατος είναι επίσης 


απαραίτητη. 








3) Να εξετασθεί αν ισχύει η αντίστροφη πρόταση. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 





χτ], αν κε[-ἶ1.0) 
)) Έστω {: {(4)Ξ 0 αν ακΞ0 «Ἡ {είναι ασυνεχής µόνο στο 
χ-ἶ] αν χε(θ,ῃ] 


σηµείο αρΞ0θ., διότι /(0)Ξ0 5 πι {(0) - -ΊπεΙ- Ιπι {(α) και Ως έχουσα 
χο. χ-»θ 
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πολυωνυμικούς κλάδους είναι 
συνεχής στα διαστήματα που 
ορίζονται αυτοί. 

Ἡ { δεν έχει ούτε μέγιστο, ούτε 
ελάχιστο, και γι’ αυτό αρκούσε η 
ασυνέχεια σε ένα µόνο σηµείο του 
πεδίου ορισμού της. 

Πράγματι, το πεδίο τιµών της είναι 
το (--Ι,Ὦ) το οποίο ὡς ανοικτό, δεν έχει 


μέγιστο ή ελάχιστο. 


2) Ἔστω σ:σ(α)Ξξκ/(-1.]). Ἡ { συνεχής νκχε(-].) αλλά το πεδίο τιµών τῆς 
είναι επίσης το (--Ι.) όπου εκεί δεν έχω ούτε μέγιστο, ούτε ελάχιστο. 
Ἐπίσης η σ//--Ι.1) έχει ελάχιστο αλλά όχι μέγιστο όπως καιη σ/--1.1] έχει 
μέγιστο, αλλά όχι ελάχιστο. 


δία), χε (1) 
Επίσης αν ἠ(α)Ξ «0, κΞ-] είναι 
0, κΞ1 









ορισμένη στο [--1.1] και δεν έχει επίσης ι 


μέγιστο ή ελάχιστο. 


3) Η συνάρτηση «ϕ:φ(α)Ξ - 


ΕΙ. α΄ άρρητς και κε[θ, . 
Τ(6)Ξ1--ο έχω ολικό μόγιστο 


χ΄ ρητς και χε[θ,ε] 


1(0)Ξ40.  ὄχω ολικό ελάχιστο. Ἴ - 
Ενώ η {[ είναι ασυνεχής σε κάθε σηµείο ' .α 


του [0.6]. Άρα δεν ισχύει το αντίστροφο. 














3. Ὡς πόρισμα της προηγούμενης πρότασης είναι ότι «Αν η { συνεχής στο 


[α,β]. τότεη { φραγµένη στο [α.β]». 

Να αποδείξετετα εξής: 

1) Η προὐπόθεση της συνέχειας είναι απολύτως απαραίτητη ώστε να ισχύει το 
συμπέρασμα 


2) Να εξεταστεί αν ισχύει η αντίστροφη πρόταση. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


αν χε[-1,1]λίο} 


αν αΞ0 


1 
1) Ἡ συνάρτηση {: {(4) 54 κ) είναι ασυνεχής µόνο στο 
α. 


. .. 
σηµείο αρῃΞθ διότι /(ίθ)Ξξα--οοξ Ιπι Γ(α) -οοξ Ἠπι --. Ἡ ασυνέχεια 
χ-»θ0- χ-»0 χ 


όµως µόνο σε ένα σηµείο του πεδίου ορισμού της, αρκεί ώστε να την καθιστά 


ούτε άνω ούτε κάτω φραγµένη. 
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2) Το αντίστροφο ὃδεν ισχύει, αφού α.χ. η συνάρτηση του ΓὨϊτσλ]αοί 


1. αν α τός και χε[α, 
ή  ῶ-ὴ ο. ο. | είναι  «φραγµένη, (αφού 


0, αν α΄ άρρητος και χε[α,β] 


ος {α)ς«1 νΥκχε[α.β])αλλά είναι ασυνεχής, στο [α,β]. 





4. Ισχύει η πρόταση: «Αν η { είναι συνεχής και γνησίως μονότονη στο [α,β]. 

τότε είναι “1-1” και “επί του [/(α). Γ(β)Ι ἠ {ή(β), Γ(α)]». 

1) Να αποδείξετε, ότι η συνέχεια και η γνήσια μονοτονία, είναι απολύτως 
απαραίτητες υποθέσεις για την ισχύ του συμπεράσµατος. 


2) Να εξετασθεί αν ισχύει η αντίστροφη πρόταση. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 














1. αν χε[θο)ι 
είναι 
χ. αν χε[,2] 


9 α) Η {Γ:[0,.2|]-ΣΕ µε ω-ή 
ο(ὐρισμένη στο [0,2] 
οΣυνεχής να ε[θ,2] όπως εύκολα διαπιστώνεται 
ο [Παρατηρούμε, ότι η { δεν είναι γνησίως µονότονη . αφού 0«1 και 

(0 Ξ/9ὠ-ι. 
Ἡ {Γ., δεν είναι “1 --[3, αφού /{(0)- {()Ξ1 καιθ-1 


β) Η σ: ε(α)- ψ ο. . είναι 


-- εί] 
ο Ορισµένη στο [0,2] 
ο Σουνεχής νχε[θ,2]λ{1)} 
ο Ασυνεχής µόνο στο κΞ] 
9 Γνησίως αύξουσα στο [0,2] 


Όμωςη σ δεν είναι 'επί”του [ (0), {(2)1-[0.4] αφού Σε [0.4] όμως δεν 


υπάρχει χε[θ,2]: {(0)Ξ τν Πράγματι, αν {(4)Ξ Ξ τότε 


22] 


ή κΞ . απορρίπτεται αφού : σ[0.11 
ᾗ 3 5 ς α- 
Πο κες ν ο -. απορρίπτεται αφού - [1.2] 


Συνοψίζοντας, φθάνει ένα σηµείο ασυνέχειας ώστε η συνάρτηση να µη 
είναι “επί και φθάνει επίσης η απλή μονοτονία, έτσι ώστε η συνάρτηση να 
μην είναι] --Ι”. 

Χ. αν χε[θο])(2.3] 
-ᾱχ Ἑλ, ἂν χε[ι.2] 


3) Η : πα) . , Ἡ ᾖ έχειτις ιδιότητες: 


ο Ορίζεται στο [0,3] 

ο Έχει πεδίο τιµών [1(0). {(3)1 [0,3] 

ο Είναι 1 -ἰκαι' επί του [0.3]. 

Όμως η ἠ δεν είναι γνησίως μονότονη, όπως φαίνεται και απὀ το διάγραµµά 


της. 























5. Υπάρχει συνάρτηση {Γ:1-» που δεν είναι μονότονη και ο περιορισμός της 


σε κάθε ανοικτό διάστηµα (α.β) να µην είναι μονότονη; 











1. αν α΄ άρρητος 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ τη {: {Γ(α) “ | που είναι ορισμένη 


-ἶ, αν α΄ ρητός 
στο ὂ. Τότε σε κάθε (α,β) «6 υπάρχει ρητός και άρρητος λόγω της πυκνότητας τῶν 
ρητών και των αρρήτων στο ὃ. Άρα αν α-«β, τότε 3ρι.β. εὂ και κεθὶὸ: 
ακρι«κ«ρο«β και(/(ρι)- -ἲς Γκ) 1 και /(κ)Ξ15 {(ρ))- --Ι). 


Δηλαδή η { δεν είναι μονότονη σε κάθε διάστηµα (α,β). 





6. Να αποδειχθεί, ότι η αντίστροφη συνάρτηση µιας “Ι--Ι3 και συνεχούς 


συναρτήσεως, δεν είναι κατ’ ανάγκη συνεχής συνάρτηση. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ τη συνάρτηση 101). [2,31 -ο[0,2] με 


ο Ψ αν αε[θ,) 


. Ἡ ᾖΓ είναι συνεχής, διότι στα δύο υποδιαστήµατα 
χ-]. αν χε[2.2] 
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του πεδίου ορισμού τῆς είναι συνεχής Και δεν υπάρχει κοινό σ.σ. των δύο 

διαστημάτων. 

Ἡ { είναι 1 --Ι”, διότι: 

ΧΙ Ξ Χ] 

Χι-1Ξλχο-11ι1) 

Γι) {Γα0) ; 
χΙΞΧΟ)-1λὰο- χι] απορρίπτεται αφού αχ -αι 2] 


χι Ἱξαο (ομοίως απορρίπτεται) 
ναι ε[θ,1), χα) ε[2,2]. 
Η { έχει πεδίο τιµών το [0,2] και είναι επί σε αυτὀ. 3 η { :[0.2]-»ὂ και 


γ, νε[θ,ῃ] 


1 - 
7 μα γε[2] 


| η οποία είναι ασυνεχής στο |, αφού 


{ 14) - 25 πι Γ (γ)-ι. 
}-»! 


6.4. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑΤΑΤΩΝ ΣΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΒΟΙΖΑΝΟ: 

α) Κατασκευή συνάρτησης και διαστήματος στο οποίο εφαρµόζεται το Θ. Βο1Ζαπο. 
Αρκεί να πάρουμε δύο σηµεία εκατέρωθεν µιας ρίζας µιας εξίσωσης. 
Ὑπάρχουν αρκετοί τρόποι γι’ αυτό. Παραθέτουµε έναν κατασκευαστικά εὐκολο, 
µε την έννοια ότι το παράδειγµα µπορεί να παραχθεί στιγμιαία από µνήµης. 

ο Κατασκευάζουµε ένα πολυώνυµο οποιουδήποτε βαθμού αρκεί οἱ συντελεστές του 
να έχουν άθροισμα 0. 

ο Αυτό το πολυώνυµο έχει ρίζα το 1. 

ο Άρατοθ. Βοίζαπο εφαρμόζεται στο διάστηµα [0, 2] που περιέχει το 1, δεδομένου 
ότι η πολυωνυµική συνάρτηση είναι συνεχής. 

Π.χ. Γ(α) --ᾱκ΄ --4χ” -2κ--Ι (Ο τελευταίος όρος, το --Ι, είναι αντίθετο του 


αθροίσματος τῶν προηγούμενων συντελεστών που έχουν ληφθεί εντελώς 


τυχαία) 
ο /(1)-0 κλπ. 
β) Ανάλογα εργαζόµαστε και για µη πολυωνυµικές συναρτήσεις. 
π ν2 
Π.χ. συν--Ἔ---5 
4 2 
2συν , -2- 
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γ) 


ὃ) 


4συν΄ δεν 
4 
2συν΄ εήεν 
4 
κκ] 2συν᾿ α-ι]το» 


2κσυν;-. «2ουν--- κ-Ι-0. 
4 4 
Άρα, αν θεωρήσω την συνάρτηση 


(α- 2) {(α)--2κουν΄χ--2συν-κ-κ-- (ηοΣ] : 


Σε αυτήν θα εφαρµόζεται το Θ. Βοἱζαπο αφού { ο Ξ0 εκ κατασκευής. 


Ὑπάρχουν και γενικές θεωρητικές ασκήσεις στο Θ. Ῥο[ζᾶ8πο, µια εἰδική 
περίπτωση των οποίων µπορεί να τίθεται ὡς άσκηση. 
Π.χ. «Αν {Γ:[α,.ῇ]-»06 συνεχής στο [α.ᾖ] µε /Γ(α)Ξ {Γ(β). να δείξετε ότι 


β-α 





υπάρχουν χ.γε[α,β]με]γ-ακΞ και /Γ(4)Ξ/{(0)». 


Μια ειδική περίπτὠωση της παραπάνω άσκησης διατυπώνεται Ως εξής: 


«Αν {Γ:[01]-2ὀὅ, συνεχής µε /(0)- {(19). τότε να δείξετε ότι 3 χρε ᾳ 2! 
1 
ο. τα). 


1 
Υπόδειόη: Ἐφαρμόζω 6. Βο[ζ8πο στην (4) Ξ {(α)- { ς «- 2 κλπ. 


Για τη γενική περίπτωση, ομοίως θεωρώ Ελ {(α) -- {() και εκφράζω το ν 
συναρτήσειτου αχ, εργαζόµενος αναλόγως. 
Ειδικές περιπτώσεις τῆς γενικής άσκησης. Θεωρούμε την εξίσωση 


ατα μτο, (1) 
α-β, α-α, από, ἄία).Ρ(α)50 Υχε[α,β]. Τότε η (1) έχει µια 
τουλάχιστον ρίζα στο (α. ῥ). 

Υπόδειζη: Απαλείφουμε τους παρονοµαστές στην (1), θεωρούμε κατάλληλη 


συνάρτηση { όπου εφαρµόζουµετο Θ. Βο[ζαπο. 
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ε) Αν {Γτ[α.β]-ὸ»ὸ συνεχής και {/Γ(α): Γ(β)«0. και π͵πεὸ τότε 
3Ά χρ εία.): Γ(αρ)(π Επ) Ξ πια) -- Π{(β) (Μια οποιαδήποτε ειδική 
περίπτωση). 

στ) Κάθε πολυώνυµο περιττού βαθμού µε πραγματικούς συντελεστές έχει µία 
τουλάχιστον πραγματική ρίζα. 

Ὁ Ἡ εξίσωση αημαχ -χ-ΕᾷΞ0θ έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο [θ,α--β]. 
(α.ῤ»20). 

η) Η εξίσωση 








- λεν Ἑτ--τ--Ξ0 4) 


µεκ;,»0 νΙ-]()ῃη, α, πραγματικοί έχει Π--ἰ ρίζες διαφορετικές μεταξύ τους. 


(Μία άλλη γενίκευση του ὃ)) 
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. ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΗ ΣΥΝΕΧΕΙΑ 


7.1. ΟΡΙΣΜΟΣ ΣΥΝΘΗΚΗ Τ1ΤΡΡ(ςΗΙΤΖ ΚΑΙ ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΗ ΣΥΝΕΧΕΙΑ 





1. Να δοθεί παράδειγµα συναρτήσεων: {Γ/4ςὅ και /Γ/8βςὃ που να είναι 
και οι δύο συνεχείς. 
Ἡ { στο 4 να είναι ομοιόμορφα συνεχής και στο Β να µη είναι. 


Να εξηγηθεί γιατί συμβαίνει αυτό και να δοθεί απόδειξη της µη οµοιόµορφης 


συνέχειας. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
9 Θεωρώ την Γ: Γ(α) - κ /[-α.α] (α50) η οποία είναι προφανώς συνεχής στο 
[-α.α]. Έχω: 
α.)- ο Ηα)-ν Εκ νακνκ2ακ-γ| 0) 
Έτσι, νε20., θεωρώ ὃ- (το ὃ εξαρτάται µόνο από το ε) για το οποίο έχω: 
α 
[α-γ]«δΞὪ 
σ-γικ« μα. 
ὦ 2α 


2α1χ-γκες (1) 
1α)-/0)κε, 
δηλαδή η {/--α.α] είναι Και ομοιόμορφα συνεχής. 

9 Θεωρώ τώρατην Γ: {(α) - κ΄ / ὃ. η οποία είναι συνεχής. Θα δείξω ότι δεν είναι 
ομοιόμορφα συνεχής. Πρώτα όµως θα δώσουμε µια εξήγηση για την αδυναμία 
απόδειξης της οµοιόμορφης συνέχειας στο ὂ. 

Προηγουμένως καταλήξαµε στην (1) εκμεταλλευόμενοι το ότι η παράσταση 
[α - ν| είναι φραγµένη στο [--α.α]. Στο ὃ όµως η παράσταση | α-- ν| δεν είναι 
φραγµένη. Συνεπώς, όσο μικρό κι αν επιλέξουμε το ὃ (δηλαδή την διαφορά 
[α--ν|) επειδή το |αΓγ] µπορεί να γίνει οσοδήποτε µεγάλο, τότε και η 


κ γν]]κ-- ν ΕΙ {(α)-- {(9)| µπορεί να ξεπεράσει οποιονδήποτε αριθµό. 


Δίνουμε τώρα την απόδειξη της µη οµοιόµορφης συνέχειας αυστηρά: 
Θα δείξω, ότι για δεδομένο ε (π.χ. εΞ2) δεν υπάρχει ὃ 20 που να ικανοποιεί τον 


ορισμό της οµοιόμορφης συνέχειας κ εὖ. 
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Ἡ απόδειξη θα γίνει µε απαγωγή σε άτοπο. 
Έστω ότι 
Ἀδ2011-γΚδ]α8)- 9) «2 (2) 


Η (2) ισχύει για το ὃ και για κάθε µικρότερό του θετικό, άρακαιγιαθ«θς«δ. 
Εκλέγω κ-θ0., ν θα. Τότε 


α-νΓόςδ-/- {09 «23 








1 2 
67 ορ) ος, 

0 
ϱ1--θ-2--οτ «25 








1 
5 «0 άτοπο. 





2. Να δοθεί παράδειγµα συναρτήσεως { µε πεδίο ορισμού το ὃ που να είναι 


ομοιόμορφα συνεχής. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η {: Γ(9) Ξημχ/ ὃ είναι ομοιόμορφα συνεχής στο ὃ. Πράγματι, 


ώρες 
2 





ο. σκ-- γ| 


ΧτηΥ 
-- Ξ]2ημ----- συν 
[ημχ --ημν [Ξ/2ηµ ΄ 5 


(2) 
Άρα Αν «20, επιλέγω ὃ-ε, οπότε το ως και άρα η { 


είναι ομοιόμορφα συνεχής. 


Παρατήρηση: Το πεδίο ορισμού µιας συνάρτησης, παίζει καθοριστικό ρόλο στην 











ομοιόμορφη συνέχεια:π.χ. η {Γ:Κ-»Ε µε {(α)Ξα δεν είναι ομοιόμορφα συνεχής, 














ενώ αν την περιορίσωγχια {[:[0,2]-»Κ .η {/ [0.2] είναι ομοιόμορφα συνεχής. 








3. Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης { ορισμένης σε ανοιχτό και φραγµένο 


διάστηµα. η οποία να µην είναι ομοιόμορφα συνεχής 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: {: 3) ἡ ου 
χ 
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1ος ΤΡΟΠΟΣ: 
Έστω εΞ120. Θα δείξω ότι για τον συγκεκριµένο ε, δεν υπάρχει ὃ 20 ὡώστε να 


εκπληρούται ο ορισμός Υα,γε(θ,). 
Επιλέγω κ-δε(θ,) και γΞ ς ε(θ,!). Το ὃ µπορεί να είναι οσοδήποτε μικρό, 


θετικό και µικρότεροτουε (0«ὃ«ε). Τότε 


δἱ οὁ . 2 1 
ορ ὁσο -0)-ι--ἷ-σδεςι. 
αν] ῤ 3 σ«δμω-/0) ς 5 ος 


Η (1)ισχύει νὸΣθ0. 
Άρατη { δεν είναι ομοιόμορφα συνεχής. 
2ος ΤΡΟΠΟΣ: Θα δείξω το µη ομοιόμορφο της σύγκλισης µε την άρνηση του 


ακολουθιακού ορισμού. 


: : 1 Ι ' ᾿ 
Θεωρώ ακολουθίες χ, Ξ-- και ν, Ξ σας για τις οποίες ισχύει 
η  -Ἑ 








Ππια, ο : |. . Ξ- 
πι αντι] π(η -- 1) 


ωα)) 9) ΕΙ πεΡΕΙΦ0. 


1 
Ἐπομένωςη {(4)--- (ο) δεν είναι ομοιόμορφα συνεχής. 
χ 





4. Να δειχθεί, ότι το γινόμενο δύο ομοιόμορφα συνεχών συναρτήσεων . δεν 


είναι κατ΄ ανάγκην ομοιόμορφα συνεχής συνάρτηση. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω /(4)Ξα/ὅ, σ()Ξ /{(Α). 











Ἡ { είναι ομοιόμορφα συνεχής, διότι Ὑχ,γε]κ είναι 


α-0ξ]α-ρ]σίκ-ν] (1) 


Η (1) είναι µία συνθήκη ΓΤ1ρ5οΠΙΖ για κΞ! , οπότε η Εσυγκλίνει ομοιόμορφα. 





Ἠ µε άλλο τρόπο (µε βάση τον ορισμό) έχω: 


Αν ε20., τότε 3 δΞξε, ώστε αν |Χ-Υ|«δ πό Γ{(α)-- {()«ε καιη {, συγκλίνει 


ομοιόμορφα. 
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Η (/- ο)(α)- κ; όµως (βλ. εφ. 1 του παρόντος κεφαλαίου) δεν είναι ομοιόμορφα 
συνεχής. 
Μια συνθήκη ικανή που πρέπει να εκπληρούται για να είναι και το γινόμενο δύο 


συναρτήσεων ομοιόμορφα συνεχής συνάρτηση, είναι οι {, σ να είναι φραγµένες. 





1 
5. Να δοθεί παράδειγµα όπου η { ομοιόμορφα συνεχής αλλά η Ἔ να µην είναι 


ομοιόμορφα συνεχής. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η /Γ(α)Ξκ/0 είναι ομοιόμορφα συνεχής, όµως η ο (α) - .. 
χ 


δεν είναι ομοιόμορφα συνεχής { βλ. εφ. 3 του παρόντος κεφαλαίου) 





6. Είναι γνωστό ότι «Αν µία συνάρτηση ικανοποιεί µία συνθήκη ΓΕ ρ5ςμ!{7, 
είναι ομοιόμορφα συνεχής). 


Να αποδειχθεί ότι δεν ισχύει το αντίστροφο της ανωτέρω πρότασης. 




















ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η /{:[0,2]-ὸ2Έ με {Γ(4)Ξ να. είναι συνεχής και επειδή ορίζεται σε 





κλειστό διάστηµα . θα είναι και ομοιόμορφα συνεχής. 


Έστω ότιη { πληροί και τη συνθήκη ΤΙρ5ΕΠΙΖ. Τότε, Ἴκ20: 


α-/0)ίσκία-»ι να. νε[θ,2] (4) 


Για ν-0, απὀ την (1) έχω ότι 
[να -Μθ[«κ.ικ-θικ 
[κ |κκ]α|, να ε[θ,2]-» 


... νχε(θ,2] 
χ 


1 
---σκ, Ν κχε(θ,2|. (2) 
να 
Όμως Πτα ο εκὸ, δι άδη ΨεΣθ (άρακαιχγια εΞκ)}) 3ὸδΣ0 

χ90 4 Χ 


εεθδ ροκ. (3) 
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Η (3) συνιστά αντίφαση σε σχέση µε την (2) που υποθέσαµε ότι ισχύει. 
Ἐπομένως δεν υπάρχει κ που να πληροί την (2) δηλαδή η { δεν πληροί καμία 
συνθήκη Γάρ5οΠΙ{7. 





7. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει συνεχής και φραγµένη συνάρτηση. η οποία δεν 


είναι ομοιόμορφα συνεχής. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώτην Γ:ὅ -»ὂ µε Γ(α) -- συν(χ”). Είναι συνεχής ὡς σύνθεση 
των συνεχών συναρτήσεων συνα και χ΄. 

Επίσης είναι φραγµένη αφού --Ι««συν(χ΄) «1, Ψκεὂ. Θα δείξω ότι δεν είναι 
ομοιόμορφα συνεχής. 


Θεωρώττις ακολουθίες αχ, Ξνήπ., νι Ξνφίη -- Ὀπ . Τότε 











εὶ -- ως Ώπ -- τπ 0 
ολα, ο γση ἱ νηπ Ε γί επ , 
ενώ 
{αν )|ΞΙσυνα --συνία«ὔπ|-α ος 1-2-ῤ0 
' Ι | .9|52 


Ἐπομένωςη { δεν είναι ομοιόμορφα συνεχής. 


7.}ὲ.ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΩΝ ΣΤΙΣ ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΑ ΣΥΝΕΧΕΙΣ 
ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ: 


α) Κάθε συνεχής συνάρτηση { στο [α,β] είναι και ομοιόμορφα συνεχής σε αυτό. 




















β) Αν {Γ:[0,4οο) -»] συνεχής και {Γ:[α,4οο)-»λΚ µε α»θ είναι ομοιόμορφα 








συνεχής, τότε η { είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [0,-.οϱ) . 

γ) Κάθε συνάρτηση { που ικανοποιεί µία συνθήκη του Τρ5εΠΙίΖ είναι ομοιόμορφα 
συνεχής. 

ὃ) Κάθε συνεχής συνάρτηση σε ανοικτό ή ημιανοικτό και φραγµένο διάστηµα, για 
την οποία υπάρχουν τα όρια στα άκρα του διαστήματος και είναι πεπερασμένα, 


είναι ομοιόμορφα συνεχής. 
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ε) Κάθε περιοδική και συνεχής συνάρτηση {Γ:Κ-»Τ. είναι και ομοιόμορφα 
συνεχής. 

στ) Αν {, σ ομοιόμορφα συνεχείς, τότε 
ὐ { Ἐδ ομοιόμορφα συνεχής, 
(11) Τοσ ομοιόμορφα συνεχής µε την επιπλέον προὺπόθεση να είναι 


φραγµένεςοι {, 6 


μα 1 
(1) Ἡ ) είναι ομοιόμορφα συνεχής, εφόσον | {(9)| 2 ὃ, Ν΄ αεἢβ(/) για 


κάποιο ὁ30. 
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δ. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 





δ.1. ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ: 
σε σηµείο χι ενός διαστήματος ΑΔ στο οποίο το αι είναι σ.σ. 
Ὑπάρχει όµως αριθμήσιμο σύνολο (δηλ. όχι διάστηµα) . όπως και κατάλληλα 
ορισμένη συνάρτηση Γ., στο οποίο µπορεί να ορισθεί παράγωγος (µε τον ίδιο 


τρόπο) σε ένα σηµείο του αι. 














ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Τα σηµείο στο οποίο ορίζεται η παράγωγος, θα πρέπει υποχρεωτικά 
να είναι σ.σ. του Ρ( τὰ ), άλλως δεν έχει νόηµα το όριο µέσω του οποίου ορίζεται η 
παράγωγος. 

Ένα τέτοιο παράδειγµα είναι το εξής: 


Γ14 -ὃ µε Γία)-α 


όπου 4 " πε ὀωθ). 
η 


Μοναδικό σ.σ. του 4 είναι το 0, για το οποίο: 


πο σωμα 


α-»0 κ 0 ν--νοο Χ γ--»νοο χι ν--»γοο 


Άρα /(0)-1. 


ο [Γπομένως, ή συνήθης νοητική αναπαράστασή- πρότυπο για την 





παραγωγισιµότηήτα ὡς τής λείας γραμμής, σε κάθε σηµείο της οποίας µπορεί να 
υπάρζει εφαπτομένη ευθεία, δεν έχει εφαρμογή εδώ. βεβαίως, αυτή ἡ 
τροποποιημένη έννοια τής παραγώγου , έχει να κάνει μιόνο µε την ιδιαιτερότητα 
του πεδίου ορισμού τής συνάρτησης και δεν έχει ιιαθηµατική εφαρμογή ή ἀλλο 
ενδιαφέρον. 


ο Λα παρατηρήσουμε ακόµα ότι ή [ είναι συνεχής στο 4. 





2. Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης, η οποία να ορίζεται στο ὃ και να 


παραγωγίζεται σε ένα µόνο σηµείο. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ορίζουµε /Γ:6 -»Ο µε 


ο 


θτης αν χρητός | 


χ., αν χάρρητος 
θα δείξουμε το παραγωγίσιµο στο ϐ. 
α. (0) Ξ60 (το είναι ρητός). 


Πρέπει να υπάρχει το 





Χ 
Θεωρώ α, ακολουθία ρητών,µεα, -δθκαιακ, «0, νη εὸ, τότε 


ἠπι 8.) 9. -ϱ. 


ν--»-γοο χι ν--» ορ χι 





Θεωρώ ν, ακολουθία άρρητων, µε ν, -δθκαιν,-θ, νη εὸ, τότε 


2 
-- {ΐν,) ο τρ 


ν---γοο .. γ---γοορ .. γ--»οο 








Επομένως, όταν αυτό ισχύει για κάθε ακολουθία ρητών και για κάθε ακολουθία 
αρρήτων, τότε θα ισχύει και για οποιαδήποτε ακολουθία (βλέπε Β5.Ι.11όχ12). 
; : χ : 
Άρα, πο (0-0. 
χλωθ. αχ 
Η { δεν είναι παραγωγίσιµη πουθενά αλλού, αφού αν ήταν θα ήταν και συνεχής εκεί, 


αλλά µπορεί να αποδειχθεί (βλ.Β5.Ι.10 δΙ5). ότι η Γείναι συνεχής µόνο στο α,Ξ0, 


όπου τυχαίνει να είναι και παραγωγίσιµη. 





3. Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης, η οποία να ορίζεται στο ὃ ., να είναι 


συνεχής σε ένα µόνο σηµείο της και να µην παραγωγίζεται σ΄ αυτό. 











. . 0, αν ό 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: /:ὅ -» ὂ µε 95] ος . 


χ.. αν χάρρητος 


Για να είναιη { παραγωγίσιµη στο 0, θα πρέπει για κάθε ακολουθία κ, -»θ. να 





{0 
υπάρχειτο Ἠπι {9)- 0) και να έχει μοναδική τιµή. 
ν-γοο χι στι 
. . : . .. ία) - . 
Όμως, αν χ; ακολουθία ρητών, µε Ψ, τότε πι Ξ-ᾖἩπι- --θ. 
ν--»οο χι ν--» ορ χι 
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Αν όµως ν, ακολουθία αρρήτών, µε ν, -»0καιν,-θ, Ννη εὸ, τότε 


ἠπι κ) δα µη] -1. 


ν---οο ο. γ-γοο .. ν--νοο 
Άρα δεν υπάρχει παράγωγος στο 0 
Επίσης, πουθενά αλλού δεν υπάρχει παράγωγος, αφού αν υπήρχε κάπου, θα έπρεπε 
εκεί να ήταν συνεχής η {, πράγμα άτοµο, αφού η { έχουµε δείξει ( ) ότι είναι 


ασυνεχής παντού πλην του 0. 





4. Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης η οποία: 


ο Να είναι παντού συνεχής στο ὂ. 





ο Να παραγωγίζεται σε ένα µόνο σηµείοτου ὂ. 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ὑπάρχει συνάρτηση παντού συνεχής στο ὃ και πουθενά 
παραγωγίσιµη . Μια τέτοια είναι το ιστορικό αντιπαράδειγµα του Μεἰετςίταςς. 
Έστω φ η συνάρτηση αυτή του ἸΜεϊοτςίταςς ή οποιαδήποτε άλλη µε την ίδια ιδιότητα. 
(παντού συνεχής και πουθενά παραγωγίσιµη) 
Θεωρώ µια νέα συνάρτηση /:ὅ -»ὃ µε Γία)-κ-:φία). Η } είναι συνεχής, ὡς 
γινόμενο συνεχών. 
Ἐχο: 

ϱ(θΗπι ὅ) 0) - µπις 2) ς ἡπιφία)-- φ(ϱ) 


χ-»θ Χ-- χ-»θ Χ χ-»θ 





(λόγω ασυνεχείας της ᾧ στο 0). 
Θα δείξω ότιη { παραγωγίζεται µόνο στο 0. 
Έστω ας εδ --{0). Τότε: 
τν (θ)Ηππι {Γΐαι δα . . Γίαυ) η ίῳ εν οι Ττ η)-- χοφίαο) -- 


κ.θ 1:20 [ῃ 











Ἠπι [ο Φσο. 1) ου) οί . ὴ --ἂρ ΠΠ ο... κ. οἷα - 


120 ᾗ 20 


ς ν η) μ ῴία) 
[η 





Όμως, το Πτα αν δεν υπάρχει. 


Επομένως καιτο /΄ ο] δεν υπάρχει. 





5. Να αποδείξετε ότι αν µία συνάρτηση είναι συνεχής σε ένα σηµείο της, δεν 





έπεται κατ’ ανάγκην ότι είναι και παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Υπάρχει συνάρτηση /:ὅ -» µε /{α)- α 





, η οποία είναι συνεχής 


στο ὃ, άρα και στο αΞ0., αλλά όπως θα δείξουμε, δεν είναι παραγωγίσιµη αιΞθ. 


ς χ., αναχκξ0 
Πράγματι 9 Ξα- κκ ου και 


Γ{0-- )-- {{6) 


- 
πι πας] ]και 








ᾖπι ᾖ 20" 20" 

0-- ή) -- {0 -ᾖ--θ 
ο ο, οθονη, 
1-20” ᾗ Ἴσο  ᾖ 1-20” 


Δηλαδή, {, ΞΙκ-ι- { (0). δηλαδή δεν υπάρχει η παράγωγος στο 0. 








6. Ένας φοιτητής ισχυρίζεται ότι ένας ισοδύναμος ορισµός της παραγώγου σε 


σηµείο χι; του πεδίου ορισμού της Γ, είναι { (αι) -- Ίπι {συ - μι (εν --ᾖ) 5 
-»0 





Μπορείτε να τον διαψεύσετε; 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ τη συνάρτηση /4α)-μ 





» η οποία όπως έχουµε δείξει 
(προηγούµενη εφαρμογή) δεν έχει παράγῶγο στο σηµείο α;Ξ-θ. 
Σύμφωνα όµως µε τον τεθέντα ορισμό: 


{{ο-)- {(0-λ) ιν ΓΗ ΑΞΙΑ 





| 0 Ξ- Ἡ -ᾱ Ξ- - Ξ- 0 
ο πω τε οι πανοσ 
ον ο κώα μεσο πε ο 
0 Ξε [---ᾱ Ξ5ξ ε--ὃ ο -- 0 : 
οκ απ κα μο παν 


Δηλαδή, ο «νέος ορισμός) δείχνει ύπαρξη παραγώγου στο 0, πράγµα εσφαλμένο. 
ΣΧΟΛΙΟ: Στην πραγματικότητα, ο «νέος» αυτός ορισµός, ορίζει την συμμετρική 
παράγωγο στη θέση «ο. Όταν υπάρχει η (κανονική) παράγωγος στην θέση αᾳ, 
συμπίπτει µε την συμμετρική παράγῶγο. ενώ όταν υπάρχει η συμμετρική παράγωγος 
(όπως στο παράδειγμά µας) δεν συμπίπτει υποχρεωτικά µε την παράγωγο. 


Μπορεί να αποδειχθεί, ότι για την συμμετρική παράγωγο, εφόσον υπάρχουν και οι 
ο ο ο ο 0) (0 

Αυτό σηµαίνει, ότι όταν 3./ {αᾳ). τότε {,{αι)Ξ Είαι)Ξ Γ 0) και από (1) έχω 
αυ) { αυ). 
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Αν όµως {; (κ -« Ἡ ον τότε δεν ορίζεται η παράγωγος του χο, αλλά ορίζεται η 
{ ης η οποία ουσιαστικά είναι η µέση τιµή αριστερής και δεξιάς παραγώγου 


(εφόσον υπάρχουν). 








7. Να αποδειχθεί, ότι είναι δυνατόν να υπάρχει συμμετρική παράγωγος σε σηµείο 


χρ µιας συνάρτησης {. χωρίς να υπάρχουν οι πλευρικές παράγωώγοι στο αρ. 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρούμετη συνάρτηση {Γ:6 -»ὂ µε 


ί- η ημαε, αγ ν 


0, χκΞθ 








Δηλαδή 31. (0)-0. 


Αν υπάρχειη /’{0).θα πρέπει να υπάρχει το όριο: 


ὴμ. ---ὂ 
{{ο--η)-- 10. ασ νο οι 
πι Ξ Τη ῇ Ἡπημ 


1-0 1-0 201 





Για το τελευταίο όµως όριο, γνωρίζουμε (βλέπε ΕΒ.4.Ι.3α) ότι δεν υπάρχει, αφού ούτε 
τα αμφιπλεύρως όρια στο 0 υπάρχουν, δηλαδή δεν υπάρχοὺν οι πλευρικές παράγωγοι. 








δ. Να αποδειχθεί, ότι είναι δυνατόν να υπάρχει η παράγωγος της συνάρτησης 
{5 στο σηµείο χο, χωρίς να υπάρχει αναγκαστικά η παράγωγος των Γκαι 5 στο 


Χρ. 








Ἱ Ἱ 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώτην /(κ)-έτ. στ ο Έκαι σίκ)]- τ 10 
ο; -αξθ 0, «Ξ0 


Τότε ( Γ- σχα)-0 Ψχεὂ και η ΓΙ6 ὡς σταθερή είναι παραγωγίσιµη στο 0 και 
.ε)()-ο. 


1 
ε. πημ---ὂ 
; ' 01. 0 1 
Όμως, / (0). Ππι Κα ροω μή «στ ο πρ ο ο 
ᾖ-»0 / ᾖ-»θ η 





Δηλαδή η παράσταση { (0) «0 . δεν παραγωγίζεται η { στο 0. 


Ομοίως δείχνεται ότι και για την σ δεν υπάρχει παράγωγος στο 0. 


226 


Να σημειωθεί, ότι η µη ύπαρξη των παραγώγων των {, σ στη θέση 0, εξασφαλίζεται 
και από την αναγκαία (αλλά µη ικανή συνθήκη) της συνέχειας των Γκαισ, στο 0που 


δεν εκπληρούται. 








9. Να αποδειχθεί η προηγούµενη πρόταση και για το γινόμενο {Γρ δύο 


συναρτήσεων. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώτην /(α)- µ]και σία)- -. 

Στο σηµείο αι -- 0δεν υπάρχει παράγωγος ούτε για την /, ούτε για την ϱ, αλλά 

(0. σα) --μ]-(-)]-- μι --κ”, 0 νκ εδ, η οποία είναι παραγωγίσιµη Ὁκ ε ὃ και 
(/:ϱ)9-ο0. 


Σχόλιο: Με τις ίδιες συναρτήσεις {,. σ μπορώ να αποδείξω και την προηγούµενη 


πρόταση. 








10. Αν η {ρ παραγωγίσιµη στο ακαιη { παραγωγίσιµη στο α. τότε θα είναι και 
6 παραγωγίσιµη στο α. Να διατυπωθούν όσοι --τυχόν-πρόσθετοι περιορισμοί 


χρειάζονται γι’ αυτό. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έχω: 
(/:εχαη)-({:.λα) {αχ η): είαχᾖ)- Γία).εἶα) 























/ / 
{ία π)εία-- Π)-- εία)]Η εἶα: {) [ία --1)-- Γ(α)) 
/ 
ο ο ομσουας . 
Επιλύοντας την (1) ὡς προς εία ο ὦ ο ε(α) λαμβάνω 
(Μαν) (ᾷα) {αν μ)- Γα) 0) 
εία-)- ε(α) ἠ . σσ ο 
[ Τα ) | 


Για να υπάρχει το όριο του α᾿ µέλους καθώς ᾖ --»0., θα πρέπει να υπάρχει και του β᾽ 
μέλους, απὀ όπου µε βάση την ύπαρξη ( Τ. ο) (α),  ᾶ (α), φαίνεται ότι απαιτείται 
µόνο [ίπι Γ(α--)-- Γ{α)--θ. για να έχει νόηµα αριθμού. 

1-0 
Πράγματι, αν /{α)]-θ νχεδὂκαι σία)- ἂχ. τότε ({.ο))- 0. και /0), 


(1:56) (0)-0, ενώ σ΄ (0)απειρίζεται. 


29/ 














11. Ισχύει η πρόταση: «Αν { παραγωγίσιµη στο α και /{α)-Οτότε η |] είναι 
παραγωγίσιµη στο α). 


Να αποδείξετε ότι η υπόθεση { (α) ᾷ 0 δεν µπορεί να παραληφθεί. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν { (8) Ξχ, τότε η Γ παραγωγίζεται στο 0 και { (ϱ)- 1}. Όμως η 


μα) δεν παραγωγίζεται στο 0, αφού {’ (0) ----ι-- {; (ο). 








12. Ισχύει η πρόταση: «Αν Γ. 6 παραγωγίσιµες στο α και { (α) - σία). τότε οι 
συναρτήσεις πιαχί τὰ ς) πίπ( πὃ ϱ) είναι παραγωγίσιµες στο α). 
Να αποδείξετε ότι η υπόθεση { (α) -« σία) είναι απολύτως απαραίτητη για να 


ισχύει το συμπέρασμα. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν /(α-κ, εα)- «τότε πιαχ(/,σ)-], η οποία στο α--0 δεν 





παραγωγίζεται, αφού { (0) - σ(0) Ξ-0. 


Όμως και για την πήπ(/,6)- -ι. 








13. Ισχύει η πρόταση: «Ἔστω Η διάστηµα. Η « ὃ, {Γ:Η - 6 γνησίῶς μονότονη 
και συνεχής συνάρτηση στο Π. Αν η είνα παραγωγίσιµη στο 
χφΕΗΘ/(α)-0, τότε η αντίστροφη συνάρτηση {ΓΙ : ΓΗ) -» ὅ είναι 
παραγωγίσιµη στο γν/ξ { ι 


ο. ο ης 
και ισχύει ο πο πρ] 


Να εξηγηθεί µε κατάλληλο αντιπαράδειγµα., γιατί η υπόθεση { Γι 0. είναι 





απαραίτητη και ουσιώδης, ώστε να υπάρχει η ( να) ) ( τά ία, )) ι 

















ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω {: Κ-»δ µε /[(α)-κὸ. 











Ἡ { είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής συνάρτηση στοκ. 





Η { είναι παραγωγίσιµη στο αχ, Ξθκαι { (0) ο. 




















Ορίζεται η {Γ: -»]. η οποία είναι και αυτή γνησίως αύξουσα και 


κ. (α) - χι Ι 


2328 











Γη) (0) ) 











Όμως [πι ντ πι ος ΠΠ τσ Ἔσο 
1-20 ᾗ 1-20 1204 1-20 
Και 
μα ο (ο) ο πο μμ δι ο Ἱ ᾳ 
1 ον 1 ωστε 1Η 1Η πρβ π- 1Η στρ 
καν [ ἡ νο ἃ {ασ ἃ {στο (νο (4 





Δηλαδή, 3/') (0). 








14. Αν στο γράφημα µίας συνάρτησης υπάρχει εφαπτόµενη σε κάθε σηµείο του. 


τότε η συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη παντού; 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι πάντα. Ενδέχεται να υπάρχει η εφαπτόµενη ευθεία σε κάποιο 
σηµείο του γραφήµατος µιας συνάρτησης, αλλά στο σηµείο εκείνο να µην υπάρχει η 
παράγωγος, διότι δεν είναι πραγματικός αριθµός και είναι Ιοο ή -οο η οριακή τιµή του 
λόγου μεταβολής της συνάρτησης σε αυτό το σηµείο. 

Αν /Γ:]0.]-2 ὅ µε /(α)-- Ἡ. τότε 


μα σίο κ) /Ο) ς ν Νδ οι 


τη -- Ἡ --.οο και η ευθεία χςθ (η κλίση Ίοο που 
σή Γ ο-ᾗ τς Ἴραι ας ερ 








βρήκαμε εφάπτεται του διαγράµµατος της { (3) -3/ὰ στο σηµείο (0.0) εις το οποίο 
δεν θεωρείται παραγωγίσιµη (ή διαφορίσιµη), αλλά «ὡς έχουσα «κατ εκδοχήν» 


παράγῶγο το -οο. 








15. Να βρεθεί συνάρτηση ορισμένη στο 6. η οποία να είναι παντού συνεχής και η 


οποία να έχει άπειρα (αριθµήσιμα) σηµεία στα οποία να µην παραγωγίζεται. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Μια τέτοια συνάρτηση ήδη έχουµε ορίσει στο Α.7.:2 την 
φ(χ)Ξ σσ «- χ- 1] Μια ίδιας µορφής και σχήματος συνάρτηση , χωρίς προσφυγή 


σε απόλυτο και συνάρτηση δεκαδικού µέρους, µπορεί περισσότερο συμβατικά να 


ορισθεί ὡς εξής: {Γ:106 -»6ὂ µε 


ο πτατ2η, χε [2η -- 1,2] 
ΛΞ] χΧ-2η, χε πε, τρ 


299 








Ἡ { για Ξ0, -Εἰ, «Ἔλ.. είναι ασυνεχής, ενώ για κΞ0, 1, Ἔ2... δεν είναι 
παραγωγίσιµη, όπως «φαίνεται και στο παρακάτω διάγραμμα («πριονωτή 


συνάρτηση)). 


ΣΧΟΛΙΟ: Η ιδέα 
κατασκευής ενός οἱ 
τέτοιου 


παραδείγματος 





βασίζεται στην 





. : ι ε : ΄ - - - - 
«0.38. 0.38 ϱ.2 1.08 1.44 18 218 2.52 2.88 3.28 3.8 3.898 4.30 4.88 5.8 





ᾷ 
π12 





κατασκευή µιας 





κατάλληλης 


συνάρτησης σε ένα διάστηµα [α.β] την οποία επεκτείνουµε ὣς περιοδική στο ΚΕ. 








16. Να βρεθεί συνάρτηση ορισμένη στο [ο]. η οποία να είναι παντού συνεχής 
και η οποία να έχει άπειρα (αριθµήσιμα) σηµεία στα οποία να µην 


παραγωγίζεται. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ἠδη στο Α. 4.2 έχοµε κατασκευάσει δύο τέτοια παραδείγματα. 


Θα κατασκευάσουµε και ένα τρίτο Μια τέτοια συνάρτηση είναι και η 


1 1 3 
4ὰ 211 3 χε 18! 3 032 
Γ(α)- -- 1 τε, 3 | πεὸ. 
2172 , άκ ι 23 
0, ΧΞ0 
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τε 








η πι ναμκόστλ. πο πηρα της 
Να σημειωθεί, ότι πρώτα έγινε η κατασκευή γραφικά της συνάρτησης και κατόπιν 
βρέθηκε η αναλυτική της έκφραση. Η λεκτική γεωμετρική περιγραφική κατασκευή 
της συνάρτησης αποτελεί αποδεκτό τρόπο έκφρασης ενός αντιπαραδείγµατος γενικά, 
ίσως όχι εντελώς πλήρους, αλλά αποδεκτό. 


ΗἩ { είναι συνεχής σε κάθε κλάδο, αφού κάθε κλάδος της είναι πολυώνυµο α᾿ βαθμού. 


Επίσης, για κ Ξ- 21 έχω ίσες τιµές στους δύο κλάδους από όπου συνάγεται και η 


συνέχεια σε κάθε σηµείο τῆς (ουσιαστικά ακολουθίας) κ, Ξ 





π:2 


Εξετάζω τώρα την παραγωγισιµότητα της Γσε σηµείο της µορφής - πεΑ. 


Π2 
{ 3 ή 
πσοε]-ακ-α- ος]. 


Δηλαδή, στα σηµεία - η Γ δεν παραγωγίζεται και (προφανώς) είναι άπειρα στο 





πλήθος και αριθµήσιμα. 








17. Να βρεθεί συνάρτηση. η οποία να είναι ορισμένη σε ένα οσοδήποτε μικρό 
διάστηµα. παντού συνεχής και να έχει άπειρα σηµεία (αριθμήσιµα) στα οποία να 


µην παραγωγίζεται. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Στην προηγούµενη συνάρτηση, αν θεωρήσω περιορισμό της, για η 


1 
αρκούντως µεγάλο, μπορώ να επιτύχω διάστηµα ορισμού, ο στ οσοδήποτε μικρό. 
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Πάλι θα έχω άπειρα σηµεία στα οποία δεν θα παραγωγίζεται π 2πρ, ὀπου πο 


ο πτς 


το αρκούντως µεγάλο πο που επιτυγχάνει το οσοδήποτε μικρού πλάτους διάστηµα 





1 
ορισμού | 0, ; 
ρισµ ο] 








1δ. Ὑπάρχει συνάρτηση. που είναι ασυνεχής, αλλά είναι παντού παραγωγίσιµη 


έστω και µε «κατ’ εκδοχήν» παράγωγο; 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ασυνεχής και παντού παραγωγίσιµη δεν υπάρχει, διότι αν υπήρχε, ως 
παραγωγίσιµη θα ήταν και παντού συνεχής. 

Στρέφουµε έτσι την προσοχή µας στην ύπαρξη ασυνεχούς συναρτήσεως σε σηµείο «ο, 
στο οποίο όμως υπάρχει κατ᾽ εκδοχήν παράγωγος. 


Μια τέτοια συνάρτηση είναι η συνάρτηση «πρόσημο»: 


1 ανχΣ»0 
{19 -»ό6 µε /α)- 0, ανκΞ0 
χ, ανχ«0 


Ἡ { είναι συνεχής παντού, εκτός από το αηξθ όπου παρουσιάζει ασυνέχεια, αφού 


[η Πο) 1-15 [ῦ {()” /(0)”.0. 








Όμως 
0ϱ--/)-- {0 --θ 
ορ .. ως 
χ-»0- ᾗ ἠ-»0- ᾗ 
0--/)-- {0 1-0 
πμ. ω ο δα 
χο” ᾖ 1-03 ᾖ 


Δηλαδή, { -(0) --νοο («κατ εκδοχήν» παραγωγίσιµη) και προφανώς η { είναι 


παραγωγίσιµη και να εδὃ --{0). 








19. Να δοθεί παράδειγµα συνάρτηση /{:ὁ -» ὅπου είναι παραγωγίσιµη (και 


άρα συνεχής), αλλά είναι παντού παραγωγίσιµη έστω και µε «κατ εκδοχήν» 


παράγωγο. 





1 

2 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώτην Γ:ὅ -»ὂ µε /Γ(α)- χ πο, 
0, ος 


χ-ῦθ 


Αν χ-θ. τότε 
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1 
ο 


ο συν - ἠή. 10) -2κ-ημς σον. 
α α α 


Χ Χ 
Αν κΞ0. τότε 
Ἕι 1 
-Γ{θ κ αν Ι 
πο οσα ο ΞΙΠπχ.ημ--Ξ-0. 
αχ-δωθ χ--θ α-νθ χ- χ-»0 απ 


(Ώς γινόμενο απειροστής επί φραγµένη). 
1 1 
2χημ-- -συν--, χ:0 
χ χ 
0 ο] 


Άρα, /΄(α)- 


Εξετάζουµε την συνέχεια της { 8 στο 0. Είναι { (0-,. Συνεπώς, αν είναι 


συνεχής στο 0, θα πρέπει για κάθε μηδενική ακολουθία κ, -»0 ία, 50). η 


ακολουθία /α/)-»0. 


. Ι : 
Ανθέσωκα,------»0καια,-θ, νπεο. 
πη 








1 1 1 1 
Τότε 2χημ συν--Ξ2' :ημοπη- συν2πη----.0-Ἱ--ί]-»-ι]. 
χ χ 











᾿ . 2πη πη 
Άρα, η / δεν είναι συνεχής στο 0. Επί πλέον, αν θέσω α; - -»6 και 
τι Ἑ 5 
--- 1 1 1 π π 
χ, 0, νη εθ,τότε 2χ/ηµ συν---2: "η 2πη Έ-- |--σονι 2πη ----- |Ξ- 
κε χι πινς 2 ὠ 
--- «1-05 Ξ »θ0--Ι. 
πα 5 2πη 2 


Άρα, εκτός του ότιη Γ΄ δεν είναι συνεχής στο 0. δεν υπάρχει καν το [η (0). 
χ-»0 
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ο Ν 


. - η η ὦ , ͵ 
2 πΠ 


τν, ; μμτήνν κ ; . 
Ἱ 


Η κόκκινη είναι η ἔ και η πράσινηη ἕ 


γκ« 




















20. Να αποδειχθεί ότι είναι δυνατόν [πι { 3 Ξ πι { 39 εΟ και ἆ { ο). 


χ-οὃχ χ-λλα 
0 0 








κ. ἃςξ [0,2) 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώτην /:6” -» ὃ µε /9-Ι ; ρ | και κ ξα. 
χ-2, χε[2Γοο 


Όταν κ2,τότεη { (α)-Ι. 


Προφανώς, Ἡπι { αἱ) - πι { 0 -Ι .» ενώ στο 2 έχω ασυνέχεια Και προφανώς 
χο. 


3/2) 








Επίσης, 
{.0)- πα Πα) Π]. 1 21Η -2) Ηπι να. ο... 
0” ᾗ 2 20. ᾖ η.20 
| 2-Ε)-- Εἱ2 2Ε/)]-2--(2--2 ο 
{0 2)-- πι 1ί - ) ί ) μαι - ) .- μπι ---{. 
20” ἠ πα, [η -οἳ- 


Επομένως, αφού {;2)-. Γ΄ έπεται ότι ὰ {Γ{2). 
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ΣΧΟΔΙΟ: Το συγκεκριµένο παράδειγµα µας δίνει ένα Και μοναδικό αο στο οποίο να 


εκπληρούνται οι συνθήκες της εκφώνησης. Αν θεωρήσω την σ:0 -»ὂ µε 


σία)--κ--α]. τότε αν κερ. σ(κ)-0, Μπ α (α)- ἥπι σ(α)-!, ενώ 


χ-δκ ᾱ-οδκ 
5, (κ) -- ἵκαι ο, (κ) -----ο. Έχω δηλαδή, απειρία σημείων που εκπληρούν τις 


συνθήκες τις εκφωνήσεως. 








21. Να αποδειχθεί ότι είναι δυνατόν να υπάρχει η { (/)και να µην υπάρχει 





μπι / α). 
χ-»ὰρ 
αν α χσθ 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν έχω /{9)- Ἱμ) 
0, κΞθ 


Τότεη Γ είναι συνεχής και παραγωγίσιµη παντού. Επίσης: 


1 
γα) - μμ. ος πλ. ο (βλ.εφ. 19 παρόντος κεφαλαίου) 
0 ΧΞθ 


Έχουμε δείξει ότι 3 Ίϊπι /{ (α), ενώ /0)-0. 
χ--»θ 








22. Να δοθούν τρία παραδείγματα συναρτήσεων {, 6. ἠ, Ύγια τις οποίες να 
υπάρχουν οι {6 : ο, στο πεδίο ορισμού της εκτός από ένα σηµείο αυ (όχι το ίδιο 
για τις 5. {) για το οποίο: 


(ὃ Η τιµή { ία) δεν ορίζεται, αλλά υπάρχει συνεχής επέκταση της 


Τ(8) στο αω και άρα τελικώς η Γ΄ (αη) να ορίζεται. 


η) Η τιµή ο) δεν ορίζεται, αλλά υπάρχει µία κατ εκδοχήν 
παράγωγος στο σίαι). 


(14) Ητιµή { (α) δεν ορίζεται, αλλά δεν υπάρχειτο ᾗπι ἆ (α). 


χ-ὸδχρ 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
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ὢ Γ(05 να -ημε ᾖθ,π] 


ημαχ Γ χσυνχ ώση νὰ .συνχ 
2νψ χσυνχ 29 Χ πα ον 


Το { (“0 ) δεν έχει νόηµα από την µορφή της {ία ), αλλά 


α΄. συνα 
πι) {α αν ντε δὴ 
χ-»0 ακ-»0 
ας κ. συν. 
πο. ἀἰκώ τά ενος 
χ-»0 ην χ-»0 


Συνεπώς (σύμφωνα και µε σχετική πρόταση) η {; (0) υπάρχει και ισούται µε |. 


() σία)-- νὰ /0,:σο] 





Ανα-ο, Γ(α)- 








1 ᾿ 
Αν ασπθ,σ (3) ------ καισ (0) δεν έχει νόηµα πραγματικού αριθμού. 


2νΧ 


Όμως, [ήμς (8) Ξ -οο, δηλαδή υπάρχει η κατ’ εκδοχήν παράγωγος στο 
χ-»0 


ας - χ-0 
(9 π(α) 1 ο κ᾿ | 
0, κΞθ 
ὌὍπως δείξαµε στην εφαρμογή 19 του παρόντος κεφαλαίου , η ἠ είναι 


παραγωγίσιµη στο ὂ, όµως στο 0 δεν ορίζεται το 10). ενώ το Ππιᾖ (α) δεν 
χ--»θ 


υπάρχει. 





23. Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης, για την οποία να υπάρχει το 


πι { (4) εΟ. ενώ να µην υπάρχει Ίπι { ο). 


χ--»-ορ χ--»--οο 














2 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώτην { (4) ΕΙ 
χ 
ημχ΄ 1 
Για την {, έχω: Ππι Ξ- πι --- [πι ημχ- -θ, ως γινόμενο απειροστής 


Χ-λγοο  ἂἃ χ--»οο.Χ κ---οο 





(«μηδενικήςο)) επί φραγµένη συνάρτηση. 


2 

-2συνχ΄ -- ος 

2 2 
χ χ 








ο. συνχ” «2χ.κ--1-ημζα 
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᾿ π 
Θεωρώ αχ, Ξν2πη-»-οοκαιχ Ξ- ο -δοο, 


Τότε: 


2 


/'{α,)- 2συνκὲ ----τ'--2:1-0-2-22. 


Χη 








δα υ. .2 
{8 |-ασονς) -- σε 2.0-- -- οι 
. . 2πη-2 2πη 3 
χ-» Του 


Πς ἵ ἡ.. 


Άρα 3 πι {ω. 












ΙΠμι 











24. Το γράφημα µια συνάρτησης είναι απολύτως «λείο», δεν έχει «ακίδες», 
οξείες, ορθές ή αμβλείες γωνίες, ευθύγραµµες ή καμπυλόγραμμες, ενώ σε κάθε 
σηµείο του. υπάρχει εφαπτομένη ευθεία. Όμως η συνάρτηση δεν είναι 


παραγωγίσιµη! Πως µπορεί αυτό να είναι δυνατόν; 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η συνάρτηση {Γ:06 -»ὅ με { (3) Ξκχ , είναι παντού παραγωγίσιµη. 

Το γράφημα της επομένως, είναι παντού «λείο» και υπάρχει παντού εφαπτομένη 

ευθεία. 

Το συμμετρικό του γραφήµατος ὣς προς την ευθεία γα, ως γνωστόν είναι 
1 

αντίστροφη συνάρτηση /’ (1) Ξ γ3 (θεωρούμε ότι το α παίρνει και αρνητικές τιµές, 


µία, αν ο. 


άλλως ορίζουµε {Γ΄ κ |- [ ἂ/χ, αν χκ«0θ 
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Το γράφημα της {Γ. λόγω συμμετρίας, έχει τις ίδιες γεωμετρικές ιδιότητες µε το 
γράφημα της {. 
9η --0 1 


0--]-- Γ{0 
Όμως, ἠπισ µ ν 4 τάς Ξῃπι-τ---Ξ Ἴοο. 


1-20 1-20 ἠ-»0 {/ 2 





Δηλαδή, η {ΓΙ δεν είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο αχις-θ. (Είναι µόνο «κατ᾽ 


εκδοχήν» παραγωγίσιµη). 






{ὠ-χ 















κ 
" " " α κ 
22 -Ἰ.38. -Ἱ -δ -Ἱ3δ πἩ 0.88. -Ώ 886 - Π44 ΠΡ 88 11 1.32 1:54 τε 1:38 22 





0.22 











25. Ένας φοιτητής, επικαλούμενος το προηγούμενο παράδειγµα. έχει τη γνώμη. 
ότι η έννοια της παραγώγου είναι «ανεπαρκώς ορισμένη». Ισχυρίζεται ότι θα 
πρέπει να βρεθεί ένας τρύπος, ώστε για κάθε συνάρτηση (όπως και για την 
τ. (8) αχ ) να υπάρχει η έννοια της παραγώγου σε κάθε σηµείο της, εάν και 
µόνο εάν υπάρχει ἐφαπτόµενη ευθεία σε αυτό το σηµείο της. ΙἸσχυρίζεται, ότι µε 
αυτό τον τρόπο καλύπτουµε την παραγωγισιµότητα της Γ (0) -- ία σε κάθε 
σηµείο της, πράγµα που έρχεται σε απόλυτη συμφωνία µε την γεωμετρική 
εποπτεία και την αίσθηση του «λείου» γραφήµατος 


Ὑπάρχει αντιπαράδειγµα που να κλονίζει την πίστη και τους ισχυρισμούς του 


φοιτητή: 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: ἨἈΑντιπαράδειµα µπορεί να είαι η ᾖΓἱ-ὸ µε 


/0-ᾗα μ. .. 


Στο σηµείο 0 υπάρχει μοναδική εφαπτομένη του διαγράµµατος της συνάρτησης ο 
άξονας νν᾿ καθώς /.(0)----ο,Γ(ὅ)- ο. 


Εδώ και υπάρχει μοναδική 
ευθεία εφαπτομένη (µε την εκ 
δεξιών και εξ αριστερών 
έννοια), αλλά δεν έχω κατ) 
ουδένα τρόπο «λεία 
συνάρτηση», αφού στο 0 έχω 
µια  ένώση δύο οιονεί 
«κερατοειδών γωνιών». 
Παράγωγο στο 0. δεν έχουµε, 
πράγµα που συμφωνεί µε την 
εποπτεία και αντιβαίνει στην 
ιδέα της μοναδικής 
εφαπτοµένης ευθείας. 

Αξίζει να σημειωθεί, ότι στο 0 δεν υπάρχει ούτε «κατ εκδοχήν» παράγωγος, αφού οι 
εκ δεξιών και εξ αριστερών οριακές τιµές της παραγώγου είναι --οο και --οο 
αντιστοίχως. 














26.«Αν Γ (1-0 νχεας ὅ,τότε /(α)- 6 νχεΕ». 
Να αποδειχθεί η ανωτέρω πρόταση εάν είναι αληθής, ή εν εναντία περιπτώσει να 


δοθεί κατάλληλο αντιπαράδειγµα. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Δεν είναι αληθής. Ως αντιπαράδειγµα θεωρούμε τη συνάρτηση 


1. κε ο 
1)- 
2, χε τρ] 


Όμως, {2-0 ντε ατα το) .Σ 8 ιβ και Τ/ 4 δεν είναι σταθερή. 


Ἡ πρόταση ισχύει όταν το 4 είναι διάστηµα και η συνεχής, οπότε µπορεί να 
εφαρµοσθεί το Θ.Μ.Τ. για την απόδειξη. 


αγ β. η οποία δεν είναι σταθερή. 
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27. Ὑπάρχει συνάρτηση. της οποίας η παράγωγος, μηδενίζεται σε άπειρα 


σηµεία του διαστήματος (0.1). 











π 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ τη συνάρτηση { (8) -4ΧΠΗ ». .. «Θεωρώ το διάστηµα 
0, κΞθ 








π 1 
ή |- ημο -ημκπ-- 0-0 
κ 2 κ 
κ 
ᾖ . ι 1 , . 1 ' 
Ἡ {[ είναι συνεχής στο |-----,--Ι και η παραγωγίσιµη στο | -----,--]. Ἆρα 
κε] κ κε] κ 





εφαρμόζεται το Θ.ΚοΙςε. Έτσι, υπάρχει α, ε π) αν το. ) ΞΕῇ, 


κε 
- ᾿ Γ.. Ἱ ο -. κό : : | 
Επειδή τα διαστήματα το »κΕΟ είναι άπειρα και ξένα μεταξύ τους, 
κ -{ κ 


υπάρχουν άπειρες και αριθµήσιµες ρίζεςτης { () Ξ0 στο(θ.!). 
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ϱ.9ΕΩΡΗΜΑΚΟΙΙΕ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ 


9.1.ΘΕΩΡΗΜΑ ΚΟΙΙΕ 





1. Το θεώρηµα ΕοΙε έχει ως εξής: «Αν η Γ συνεχής στο ία, β] και παραγωγίσιµη 
στο (α,β) και Γ{α)-- Γ{β).τότε 3 ένα τουλάχιστον ἕ ε{α,β), ώστε { (ἔ)--0». 


Να αποδείξετε µε χρήση κατάλληλων αντιπαραδειγµάτων.. ότι οι υποθέσεις του 


9. Κο]ο είναι απαραίτητες για να ισχύει το συμπέρασμα του θεωρήματος. 


Συγκεκριµένα: 
(ὃ Η υπόθεση της συνέχειας είναι απαραίτητη. 
η) Η υπόθεση της συνέχειας σε κλειστό διάστηµα είναι απαραίτητη. 


(139) Η συνέχεια πρέπει να είναι σε κλειστό διάστηµα α, β] και όχι σε 
διάστηµα (α,β) ἡ [α͵ /). 

(ιν) Η παραγωγισιµότητα στο ία, β) είναι απαραίτητη. 

(σ) Η συνθήκη { (α) --- (8) είναι απαραίτητη. 


(νὺ Οισυνθήκεςτου Θ.ΚΟοΙε είναι ικανές για να ισχύει το συμπέρασμα. 


αλλά όχι και αναγκαίες. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


()) Το συμπέρασμα του Θ. Κοῇε δεν ισχύει αν αι ε[α. β]. ώστε η /Γνα είναι 











ασυνεχής στο χι. Για παράδειγµα για την συνάρτηση {:[-1.1]-» µε 


ὸ- Γ χ2 1, ανχε[-1]]-- . 





0, ανακΞθ 
ισχύουν: 
ο Είναι ασυνεχής στο 0 και αδ 
συνεχής στο [- 11) -- (ο). 
. Πυ-/-ο 
ο Είναι παραγωγίσιµη στο 
[- 11] -- 10). | 
Δηλαδή, πληρούνται όλες οι συνθήκες | 
του Θ. Κοῇςα, πλην της ασυνέχειας σε 


ένα και μοναδικό σηµείο. 


25] 


Έτσι όµως, Ἆαιε - 11] ανά | - 0, διότι αν υποθέσουμε ότι υπήρχε τέτοιο χο. 
θα επαλήθευε την εξίσωση { 0) Ξ0522αχΞ0Ξ»αμΞ0. άτοπο, διότι στο 
χοΞ 0 είναι ασυνεχής, άρα στο 0 δεν είναι παραγὠγίσιµή. 
. χ;, ανχε(θ. 
δα, " 2, ανχε .. 
ο Λεν είναι συνεχής στο κλειστό 9 
[ο]. 
ο Είναι παραγωγίσιµη στο 


ανοικτό (0,1). 


ο Ἰσχύει /(0)-- {{1)--2. 











Αλλά, Ἅκι ε(ο): Γαϱ)-0. Διότι 
αν υπήρχε τέτοιο χο. θα έπρεπε να είναιαῃ - 0, όµως στο 0 δεν είναι συνεχής, 


άρα όχι και παραγωγίσιµη. 


(13) Αν ώ-ῇ .. τότε 
’ Χ- 


» ΗΠ ᾖ{ ασυνεχής στο 0, άρα και µη 
παραγωγίσιµη. 








- (0 - /()-. 
ο» Η /{ παραγωγίσιµη στο (0/1). 





Αλλά, Ἅκι ε(θ1) µε Γ΄α)--0, διότι µόνο το 0 θα 
μπορούσε να έχει αυτή την ιδιότητα και στο 0. δεν 
παραγωγίζεται. 

αν υπήρχε τέτοιο χο. θα έπρεπε να είναιαῃΞΞ 0. όµως 
στο 0 δεν είναι συνεχής, άρα όχι και παραγωγίσιµη. 


Αν /ί- δν) ο .. . 9 


1, ΧΞ2 








ο» Η {[ ασυνεχής στο 2, και συνεχής παντού 
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αλλού. 
ο Η / είναι παραγωγίσιµη στο (2). 
. /)-/2-ι. 


Όμως, Ἆαιε (01) : Τα) Ξ0.διότι αν υπήρχε κάποιο, θα ήταντοθκαιθς απ. 
(1) Ἡ παραγωγισιµότητα στο ία, ῤ ) είναι 


απαραίτητη. 











Αν {Γ:[-2,.2]-»1Κ µε Γ(α)ξα] τότε 





ο Η / είναι συνεχής στο |[--2.2]. 
ο {(2)-2/(-2). 


ο Η / δεν είναι παραγωγίσιµη µόνο στοθε[--2.2|. 











Όμως, ἃ αρε([-2,2) : Γ(αι)Ξ0, (διότι αν ο. ότι υπάρχει κάπρῖο. 
καταλήγουμε σε άτοπο). 
(ν) Η συνθήκη { (α) τὰ (ῤ ) είναι απαραίτητη. 
Αν Γ(α)- κ΄ /12]. τότε 
ο Η / είναι συνεχής στο [2]. 
ο» Η ᾖ{ είναι παραγωγίσιµη στο 


(2). 
ο ΓΙ) Ξ51-4- /ί2). 


Όμως, Ἆταῃ ε(ι2) : /{ (1) -ο, διότι θα 








έπρεπε 2χ/Ξθα/-θ 12). 


(ντ) Οι συνθήκες του Θ.ΚοΙΙε είναι ικανές αλλά όχι αναγκαίες. Θα δώσουμε 


παράδειγµα όπου δεν εκπληρούται καμμία συνθήκη του Θ.ΕοΙς, όµως 


1 αιεία) τ Εἰσςῦθ. 














κ μῇ, τε[- 3) 
Θεωρώτην {:[--1.1]-» µε (8) -- 3 


1 1 
αι --, χε]--1 
2 2 
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ο ἩΗ / είναι ορισμένη στο [- 11]. 


ο Η { δεν είναι συνεχής στο [- 11], 


᾿ .. ᾿ 
αφου στο χι --- εχῶὼ ασυνεχεία. 
να 


ο Η {ωςμη συνεχής στο αῃ -Σ δεν 


είναι ούτε παραγωγίσιµη στο ῇ 


(-). 


Όμως, 3 α/Ξθ ε(-!!) : /(0)-ο0. 


9..ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ 








1. Το Θ.Μ.Τ. είμαι µία γενίκευση του Θ.ΚοῇΗςε και διατυπώνεται ὡς εξής: 


«Αν η { συνεχής στο α, β] και παραγωγίσιµη στο ία, . τότε υπάρχει 


τουλάχιστον ένα ἕεία,β): { (ἔ)-- “0-19 ». 


β-α 
Να δείξετε µε χρήση αντιπαραδειγµάτων τα παρακάτω: 
() Ἡ συνέχεια είναι απαραίτητη. 
(1) Ἡ παραγωγισιµότητα στο ανοικτό διάστηµα είναι απαραίτητη. 
(19Οι συνθήκες του Θ.Μ.Τ. είναι ικανές, αλλά όχι αναγκαίες για το 


συμπέρασμα. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Μπορούμε να παραθέσουµε τα προηγούμενα παραδείγματα του 
Θ.ΚοΙε, για το (1). (11). (11) αλλά και θα υποθέσουμε γενικά ότι { (α) -{ (ϱ). 


(9 Η συνέχεια είναι απαραίτητη 


1 
ο τες 
ο ο σ] 


2. -- 
2 


Γα)- 


1 
ο ἩΗ /{ δεν είναι συνεχής στο [- ωι διότι στο αι . δεν είναι συνεχής. 
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ο Ἄξε[-12] με 
10)-/ 
στα η. : 

. Διότι Γ (ἕ)|--- 





2ο με -- άτοπο, αφού 


1 
ἕ ο (γι αυτό στην κατασκευή 
του παραδείγματα θέσαµε 


, 1 
ασυνέχεια στο ἔ- Ἂ 











(19) Η παραγωγισιµότητα στο ανοικτό διάστηµα είναι απαραίτητη. Α.χ. 





τν αε[-ιρ) 
---- χει-].-- 
4 ' . ον 
στα--λ α-[ο-) 
3 2 


είναι παραγωγίσιµη στο αζς-θ., άρα 


ᾗ )-- 


και στο {--1,2). 





Για την {. δεν ισχύει το 6.Μ.Τ. 
Πράγματι, 














255 


1 4 
Ἡ εξίσωση { (ἔ) ---], αν απαιτήσουμε έε - ι-σ] δίνει -- αὖ Ξ-.-»ζ -ᾱ 


απορρίπτεται διότι ὅἕ 6 - .ς- 2) , 





Αν απαιτήσουμε ἕ ε(--1,2). τότε { (ἕ)----ἰ-» : (ὁ--θ)----[-» 4(ἆ--3)---255 


ο... άρα ἐκ[-ι-σ] 


Επομένως, 3 ὅ που να ικανοποιεί το συμπέρασμα του 6Θ.Μ.Τ. για την {. 
(19Οι συνθήκες του Θ.Μ.Τ. είναι ικανές, αλλά όχι αναγκαίες για να ισχύει το 
συμπέρασμα. 


Θεωρούμε την {του προηγουμένου παραδείγματος, ορισμένη στο [-- 13] ως εξής: 








Δεν είναι συνεχής [- 13] αφού δεν είναι 





1 
συνεχής στο Χρ - Επομένως, δεν 





είναι ούτε παραγωγίσιµη στο (- 13). 





Παρ’ όλα αυτά, υπάρχει ἕ ε(--13): { (ἔ)-- 


Πράγματι, 
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: --- 1 
: απορρίπτεται διότι : ει- ορ 


---. 


Δηλαδή, 3 ἕ5 2315 ε ] Γ (ἕ)- -ε 


Ἡι 


10. ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 


10.1. ΟΡΙΣΜΟΣ .ΜΕΛΕΤΗ ΜΟΝΟΤΟΝΟΥ 





1. Μπορούν δύο συναρτήσεις µε ἴδια αναλυτική έκφραση να έχουν 


διαφορετικό είδος µονοτονίας; 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι δυνατόν, εάν ορίζονται σε διαφορετικά σύνολα. 
Π.χ η { :(0,190) -»0 µε 1) Ξα΄ είναι γνησίως αύξουσα, 


ενώησ :(0,:-ο0) -»0ὂ µε σ(α) -κ΄ είναι γνησίως φθίνουσα. 





2. Να βρεθεί µια µη μονότονη συνάρτηση. η οποία όµως να είναι μονότονη 








σε υποσύνολα του πεδίου του ορισμού της. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Μια τέτοια συνάρτηση είναι αυτή που έχει το παρακάτω 


γράφημα: 


/:α,δ]-» ὃ 

Γ/α.β] γνησία αύξουσα 

ΓΑ] Ὑνησίως φθίνουσαΓη / µη μονότονη. 
Γ/,δ] γνησίως αὔξουσα 


α 


Το ανωτέρω παράδειγµα είναι απολύτως αποδεκτό. Αν όµως θέλουμε 
και την αναλυτική έκφραση της {., θα πρέπει να κάνουμε µία πολυωνυµική 


παρεμβολή σε αριθμητικές τιµές κατάλληλες εντός τουλάχιστον τριτοβαθµίου 


πι 








πολυωνύμµου. 
Για παράδειγµα αν αξθ, ϱΞΙ, }Ξ3., ὃΞ4., τότε Ἱ (09) 
θέτοντας 1(0)-0, 1-2, 


(8) Ξ 0, (4) Ξ-3, μπορώ να βρω ένα 4χ4 4 


γραμμικό σύστημα, το οποίο να επιλύσω : 
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κατά τα γνωστά, που είναι όµως χρονοβόρο. Το { (0) -- 0 δίνει 3χ3 αλλά και 
πάλι έχω µεγάλο σύστημα. 

Θέτοντας στη θέση των ῥ, ὃ τοπικά μέγιστα όπως φαίνεται στο 
γράφημα, µε τη βοήθεια της θεωρία παραγώγων θα πρέπει { (8) Ξ0,{ (δ) Ξ0 


{ῥ -ε 
ή ακόµα { ο. Ξ0 (σηµείο καμπής) και έτσι να παρακάµψω τους πολλούς 


αγνώστους και το χρονοβόρον της λύσεως. 
Ακόμα πιο εὐκολο είναι στην θέση των διαστημάτων µονοτονίας να 
παρεµβάλλω ευθύγραμμα τµήµατα, πράγμα που υπολογιστικά είναι ακόµα πιο 


σύντομο, αλλά δεν έχω συνεχή συνάρτηση (που εδώ όµως, δεν χρειάζεται). 








3. Να βρεθεί µία µη μονότονη συνάρτηση. η οποία να ορίζεται στο ὃ και 


για την οποία να µην υπάρχει διάστηµα στο οποίο να είναι μονότονη. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ἡ συνάρτηση του ὨὈιτοΠιεί διαθέτι τις παραπάνω 
προὐποθέσεις. 


ο. Ἱ. αν ό 
710 -»0 κα) ... 


0, αν χάρρητος 


Δεν είναι μονότονη, διότι: 


συ Ξ- λα ) Ξ], αν αιιχ2 ρητοί 
- “μα)Ξ 12 /89)50, αν αι ρητός, κ» άρρητος 
παλ ρα) -ος1- Γκ), αν αι ἀρρητός, κ» ρητός | 
Γ{αἱ)Ξ0Ξ {αλ αν αι, άρρητοι 


Αν θεωρήσω τον περιορισμό της { σε οποιοδήποτε διάστηµα 4 και 
χιιχ, ΕΔ., τότε ανάµεσα στα αι,χ, υπάρχουν άπειροι ρητοί και άπειροι 


άρρητοι και ομοίως δεν είναι μονότονη. 








4. Να βρεθεί συνάρτηση. της οποίας η μονοτονία να µη µπορεί να μελετηθεί 
µε τις μεθόδους τους απειροστικού λογισμού, αλλά µόνο µε κλασσική 
Άλγεβρα. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι η συνάρτηση του ΠὨἱτιοβ]εί, η οποία είναι ασυνεχής σε 


κάθε σηµείο του πεδίου ορισμού της και (άρα) µη παραγωγίσιµη, παντού. 
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5. Αν µία συνάρτηση είναι μονότονη στο πεδίο ορισμού της, τότε -ὡς 
γνωστόν- θα είναι μονότονη και σε κάθε υποσύνολο του πεδίου ορισμού 
της. Να αποδειχθεί ότι αν είναι μονότονη σε υποσύνολα του Π.Ο. της, δεν 


έπεται ότι είναι και μονότονη στο Π.Ο.της. 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Στην εφ.2 του παρόντος κεφαλαίου, έχω συνάρτηση μονότονη 


κατά διαστήµατα, αλλά µη μονότονη στο πεδίο ορισμού της. 








6. «Αν µία συνάρτηση Γ είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα Διςσ Η ( τ ) 
και γνησίως αύξουσα επίσης στο διάστηµα Δ, «Η(/) µε Δ,ΠΔ;-ῳ. 
τότε θα είναι γνησίως αύξουσα καιστο ΔΞΑΔΙΙ)Δ),». 


Να αποδειχθεί η ανωτέρω πρόταση αν είναι αληθής ή να δοθεί κατάλληλο 


αντιπαράδειγµα, αν είναι ψευδής. 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι ψευδής. 
Α.χ. Στο παρακάτω σχήµα έχω το γράφημα µια συνάρτησης {, η οποία 
Είναι γνησίως αύξουσα στο [0,1] . 
Είναι γνησίως αύξουσα στο 0,11. 
Αλλά η ᾖ{ δεν είναι μονότονη στο 
[11023] αφού ο λόγος για τον 
οποίο η { δεν είναι γνησίως αύξουσα 
είναι ότι υπάρχουν π.χ. 
123ΕΔ µε 
1«2«3 και /[[ι)-120- 12) 
και [(2)]-05«3-- {(3) 
-» Χρησιμοποιήσαμε την άρνηση του 
ορισμού της γνησίως αὔξουσας 
συνάρτησης. 
-» Για να ισχύει το συμπέρασμα τῆς πρότασης σε οποιαδήποτε ένωση 

δύο διαστημάτων (ανοικτών ή κλειστών) θα πρέπει προφανώς: 


Αν Δ, -(α, ϱ) ή [α,β]ή [α, ϱ) ή (α,β] 
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(9.9) 





και Δ, Ξ (.δ) ή [γ,δ]ή [,δ) ἡ (0,δ]. 
τότε [ίπι {ία)« [η γα). 


χο» ἁ--δα 
-» Ανάλογα ισχύουν για συνάρτηση σε διαστήµατα όπου είναι γνησίως 


φθίνουσα. 














7. Είναι γνωστό ότι ισχύει η πρύόταση:«Αν {Γ:Δ-»ΤΕ παραγωγίσιµη µε 





τν ω Σ0 νχεΔ ,τύτεη/{ είναι γνησίως αύξουσα στο Δ». 


Να αποδείξετε µε κατάλληλο αντιπαράδειγµα., ότι δεν ισχύει η αντίστροφη 


πρόταση. 


























ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την {Γ:Κ-»Κ µε { σα) η οποία είναι γνησίως 





αύξουσα , όµως 70) ο μ 





δ. Να βρεθεί συνάρτηση. η οποία να είναι γνησίως αύξουσα στο ὃ και η 


οποία να έχει άπειρα σηµεία στα οποία να μηδενίζεται η πρώτη 


παράγωγός της. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την {Γ:1-»ὅὂ µε 4 


Τ (4) Ξχ-εημε. ΗἩ {είναι γνησίως αύξουσα. 


23 


Όμως  {[Γ(α)ΞΊσυνχ κα η εξίῶση 


{(1)Ξ0Φσυνχκξ-ΙΦ(κΞ(2κ«Επ. κεζ). 





Δηλαδή, έχω άπειρες αριθµήσιµες τιµές για τις 


οποίες { κ Ξ0. ενώ η { είναι γνησίως αύξουσα. 








9. Ὑπάρχει συνάρτηση { µε Φ( . ) Ξ-]κ-- {0} που είναι συνεχής και η 


οποία σε κάθε διάστηµα που περιέχει το αυ, οσοδήποτε μικρό. δεν είναι 





μονότονη. 





.. Ἑ .. 1 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναιη {Γ:9 -»ο και. {(α) μες, ντ Ὁ 
Χ 


Γι’ αυτήν έχω: 


. κ 


ο Είναι συνεχής στο Δ(/)--δ”. 
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Ἆ Γ10). 


ρου νᾶςς 
Χ 


(0) 


δεν «θες 
Χ 


(2) 


Μα) 


οι ον ος 
2 α 


ών ο. 
2 α 








:) 1 
«5» 
2 


2κπ- τ. 
2 


«κας 





) 1 
ο» 
2 
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Από (1) και (2) έχω ότι για κατάλληλα µεγάλο κεβρ τα διαστήματα 
όπου Γ (8)50 ή Γ΄) « 0 γίνονται όσο θέλουµε στενά. Δηλαδή γενικότερα, 
όταν κ --Ζοο τα διαστήματα µονοτονίας στενεύουν απεριόριστα. Με άλλα 
λόγια, γύρω από το 0, η {, δεν διατηρεί σταθερό πρόσημο. Από αύξουσα γίνεται 
φθίνουσα (και αντιστρόφως) σε πολύ «μικρά» διαστήµατα που τείνουν να έχουν 
πλάτος 0. 


Άρα: Δεν υπάρχουν διαστήματα γύρω από το 0, όπου η { να είναι μονότονη. 


10.. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΗΑΡΑΛΕΙΜΑΤΟΩΝ ΜΟΝΟΤΟΝΕΟΟΝ 
ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 


Α. ΜΟΝΟΤΟΝΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 


1. Αν η {/ είναι μονότονη, τότεη Γ-α ία ε ὃ) είναι μονότονη µε το ίδιο 
είδος µονοτονίας. 

3, Αν η { είναι μονότονη, τότεη α. { (ία ε ϐ) είναι μονότονη µε το ίδιο 
είδος µονοτονίας αν α Ἄθκαι μονότονη µε αντίθετο είδος µονοτονίας αν 
α-θ. 


1 
3, Άνη /Γ-30 σε διάστηµα 4 διατηρεί σταθερό πρόσημο, η ΓΠ μονότονη, η Ἔ 


έχει αντίθετο είδος µονοτονίας. 
4. Αν Γ μονότονη και υπάρχει ϕ/Γ. τότε έχει και αυτή το ίδιο είδος 
µονοτονίας. 


9 Αν Γ μονότονη. τότεη {Γ΄ έχει: 


(ὢ Το ίδιο είδος µονοτονίαςαν {Γ20. 
(1) Το αντίθετος είδος αν { «0. 
6. Αν /σ συναρτήσεις µε κοινό πεδίο ορισμού Α., τότε: 


(/{ αὔξουσα και ϱ αὐξουσα)Ξ5» Ε-ρ αύξουσα 
(/{ φθίνουσα και σ φθίνουσα) -» Γρ φθίνουσα 
(/{ αὔξουσα και ϱγν. αὐξουσα)-»{5 αύξουσα 


(/{ φθίνουσα και σ γν. φθίνουσα) -» {6 φθίνουσα 
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7. Αν Εἔο δύο συναρτήσεις µε κοινό πεδίο ορισμού Α., {(920 Υκχεάᾶ. 
και σ(1) 20. χε ά, τότε: 

(αύξουσα, σ αὐύξουσα) -»{ρ αύξουσα 

(φθίνουσα, 6 φθίνουσα) ΙΡ φθίνουσα 

(αύξουσα, 6 γν. αύξουσα) -»{σ αύξουσα 


(φθίνουσα, σγν. φθίνουσα) -» {ο φθίνουσα 


δ. Αν Ε.σ δύο συναρτήσεις και για τις οποίες ορίζεται η σύνθεσή τους 
Γοςσ τότε: 

({ αύξουσα και ϱ αύξουσα) - Γοςσ αύξουσα 

({ αύξουσα και 6 φθίνουσα) -» Γοςσ φθίνουσα 

({ φθίνουσα και σ αύξουσα) -» Γοςσ φθίνουσα 

({ φθίνουσα και σ φθίνουσα) - Γοςσ αύξουσα 

Ακολουθείται δηλαδή κατ’ αντιστοιχίαν ο κανόνας των προσήµων στον 
πολλαπλασιασμό πραγματικών , όπου «αύξουσα» το «3» και όπου «φθίνουσα» 


το «-». 
Γ { / γ / γ Γ --ἶ 
9, Αν µια συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη και επί, τότε υπάρχειη {µε 


το ἶδιο είδος µονοτονίας. 
Ρ.ΜΗ ΜΟΝΟΤΟΝΕΣ 


1. Κάθε άρτια συνάρτηση, δεν είναι γνησίως μονότονη. 


αν Κάθε περιοδική συνάρτηση, δεν είναι γνησίως μονότονη. 
Γ.ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ ΚΑΙ ΡΙΖΕΣ 


1. Αν η {Γ γνησίως μονότονη στο 4, τότεη { (8) Ξ60 έχει το πολύ µία ρίζα 


στο Α. 
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” Τα γραφήματα µια γνησίως αὐξουσας συνάρτησης { και µίας γνησίως 
φθίνουσας συνάρτησης σ, µπορεί να τέμνονται το πολύ σε ένα σηµείο . 


(Ισοδυνάµως η εξίσωση { (8) Ξ σ(α) έχει µία το πολύ ρίζα). 


Δ.ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ ΓΕΝΙΚΩΝ ΜΟΡΦΩΝΤΓΝΟΩΣΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 


.. Οµοπαραλληλική: { (8) Ξαχ-βῴ. 
8. Αν αξ0θ.η Γ γνησίως αὔὐξουσα. 
Ρο. Αν α-θ.,η /Γ γνησίως φθίνουσα. 
ω Αν α-θ, { (3) Ξῥ σταθερή που θεωρείται και αύξουσα και 
φθίνουσα. 
ώς Τριωνυµική: {(α) -αχ «ΑΧ. (ία - 0) 


( ας 0, στο - ω-ρ) γνησίως αύξουσα και στο κ... γνησίως 
α α 


φθίνουσα. 


(1) α 0. στο - ο 2) γνησίως φθίνουσα και στο κ... γνησίως 
α α 


αύξουσα. 





3. Ομογραφική: ο παη αὃ - ῥγσθ,γ-0 
γχ -- ὃ 


(ὐ Αν αδ-- ῥγςθ. στο [τωτ] γνησίως φθίνουσα και στο 
γ 
ὃ ο. 
---,Έου |γνησίως αύξουσα. 
ή 
ος ὃ ο : 
(3) Αν αὓ- 4320. στο |-οο--1 γνησίῶς αύξουσα και στο 
ή 


ὃ ---- 
----,Έου |γνησίωῶς φθίνουσα. 
ή 


4. ατα" 
(  ΆΑναςλῃ, πεὸ, Η(Γ)- ὃ , στο [--00), στο (00ο) Ί.. 
( Ανα-2π-Ι, πεὸ, Η(/)- ὅ,στο ὅ᾽ ἢ. 


(1)  ΆΑνας-λῃ, πεὸ, Η(/)- δ”, στο (ο) Ί, στο (0.9). 
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(ν) Ανα--2πΕΙ, πεὸ, Η(/)- δ”,στο ὃ ὼ. 
(ν) Αναεδ-Ρρια»θ Η(/)-ὅ,,στο (0099)Ί. 
(ν Αναεδ-ῤ,-α»θ Η(/)- ὅ”,στο (0.9). 
Η εκθετική Γ(α)-αἲ,θ«αγ!, Η(/)- 
() ΆΑναςΙ, η 4. 
αῦ  Ανασδ].ηή /ΓΛΌ. 
Η λογαριθµική /{α)Ξ]οσ,χ .θ«αθ], Η(/)-δἼ, 
() ΆναςΙ, η Γ9. 
αὐ  Αναδ],η 1. 


Τριγῶωνομετρικές συναρτήσεις (κεβρ) 

. π π ; 
(ϐ) {{α)-ημε, Αν σε[οκα- σ Αα ναι τότο ων 
Ανκχε ο 2 2-5]. τότε Γν. 


(1) Γ(α) Ξσυνχ, Ανχε (οκπ,2κπ .. π), τότε Γν. 


Αν χεί(ὀκπ «π,2κπ2π),τότε ΓΊ. 





(11) Γία)-εφα. Αν σε[ια σα «7 τότε ών 


(ιν) {(α) Ξσφχ, Ανχε (καπ, κπ .. π), τότε Γ. 
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σον νε ο νυν ο το) νο μι 


Σχέση πεδἰου τιμών συνεχοὺς συνάρτησης {, µε φράγμα, ἱπβΙπιαπα , δαρίεΠχάπι, Π1αΧ, ΠΙΙΠ, της {. 


Πεδίο Κάτω Ολικὁ Ολικὁ 
Τιμών ἢ φράγμα ... ει] ΠΙΑΧ 


Δεν έχει Φ2Ζα Δεν έχει Ἡ Δεν έχει 


Δεν έχει φχΖα Δεν έχει α 


όσα ᾧφχλα Δεν έχει Ἡ Δεν έχει 
φξα ῷχα Δεν έχει β 
όσα φχλα Δεν έχει 
όζα Φ2α β 
φζα Δεν έχει Δεν έχει 
όσα Δεν έχει : : Δεν έχει 
φ-α Φφ2α α α 


11.1. ΟΡΙΣΜΟΣ, ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΝΕΧΕΙΑ, ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΚΑΙ 
ΑΣΥΝΕΧΕΙΑ. 











1. Υπάρχει παράδειγµα συνάρτησης, η οποία δεν έχει τοπικά . ούτε ολικά 


μέγιστα ή ελάχιστα. 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: /1ὅ -»ὅ 


με Γί)τα 


Εκτός απὀ την συγκεκριμένη {. μπορούμε 





να παραθέσουµε και οποιαδήποτε μονότονη 











στο Κ. 














2. Ὑπάρχει παράδειγµα συνάρτησης, η οποία έχει µόνο ολικό μέγιστο. το 





οποίο είναι συγχρόνως και τοπικό. ενώ δεν έχει τοπικό ή ολικό ελάχιστο. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η {Γ:ὅ ου(-οο0) µε {Γία)---κ' 


εκπληροί τα προηγούμενα 











3. Ὑπάρχει παράδειγµα συνάρτησης, η οποία έχει µόνο ολικό και 


συγχρόνως τοπικό ελάχιστο και κανένα μέγιστο. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: ᾗ{ : (9,θ0]-»ξ µε 


δες. 














4. Ὑπάρχει παράδειγµα συνάρτησης που έχει µόνο τοπικά, αλλά δεν έχει 


ολικά ακρότητα. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: ΤΓ:160-»6 με Γκ) - αἱ -κ2--2ὰ. 


Η { (κ) -- 0. έχει ρίζες τους αριθμούς 0, 1. - 
2. 
Ἡ { 8 - 0. έχει ρίζες τους αριθμούς 3 


Ίαν] -ἷ- ντ ος 
ὰ 9 3 , οπου εἶναι Καὶ οἱ θέσεις 








των τοπικών ακροτάτων. 


Ἡ ᾖ δεν έχει ολικά ακρότατα, αφού 2 


Η(/)-δ. 








5. Υπάρχει παράδειγµα συνάρτησης, της οποίας το ολικό μέγιστο δεν είναι 


τοπικό μέγιστο. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 110,1] --ὸ [01] µε Γα)--κ. 
Στο 1] έχω ολικό μέγιστο το { () 5 ο Ἐ (0, νχε [0,1]. 
Στο 1 δεν έχω και τοπικὀ μέγιστο, διότι βάσει του ορισμού τοπικού 


ακροτάτου, θα πρέπει να υπάρχει ανοικτό διάστηµα ία. β)ς Η( 4 ) και 


1ε(α,β), όπου Γ{1)Σ Γ{α), νκ ε(α. β). 


Τέτοιο όμως διάστηµα, προφανώς δεν υπάρχει. 
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Επίσης, (οµοίῶς) στο 0 έχω ολικό ελάχιστο, το οποίο δεν είναι τοπικό ελάχιστο. 








6. Να εξεταστεί. αν είναι δυνατόν σε µία συνάρτηση να υπάρχουν τοπικά 


ακρότατα, αλλά να µην υπάρχουν ολικά ακρότατα. 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η {: ία, /) -» (κ, Λ) µε γραφική παράσταση όπως φαίνεται 


παρακάτω, έχει τοπικά ακρότατα, αλλά δεν έχει ολικά. 


ία, κ) 





| | α | | | | 











7. Δείξτε, ότι είναι δυνατόν. το ολικό μέγιστο. να µην είναι το µεγαλύτερο 
από τα τοπικά μέγιστα καθώς και το ολικό ελάχιστο να µην είναι το 


μικρότερο από τα τοπικά ελάχιστα. 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ἡ προηγούµενη γραφική παράσταση, αν θεωρηθεί 
ως/[τ[α.ῤ]-»[κ,Λ] . τότε εκπληροί όλεςτις συνθήκες. Συμπεριλαμβάνονται 


δηλ. στην γραφική παράσταση συνάρτηση και τα σηµεία (α.κ) και (β,λ) 








δ. Είναι δυνατόν τοπικό ελάχιστο να είναι μεγαλύτερο από τοπικό μέγιστο; 
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γα 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι δυνατόν. Στο παρακάτω σχήµα έχω {Γ:06 -»ὂ που 


εκπληροί την τεθείσα συνθήκη. Το ε είναι τοπικό ελάχιστο και το µ τοπικό 


μέγιστο, όμως µ-ε. 


τα 











Ὡς παράδειγµα συνάρτησης σε αναλυτική µορφή έχω την {:ὅ” -»ὂ µε 


ο» 
;ῶ-λεστιΘ-α-ιά κ--)ι/ α - τι, ο ἠ- οὐ, 
Γ40-20. 


Επομένως, στο --ἶ έχω τοπικό μέγιστο, το { (- 1) -- --2 και στο ΓΕ έχω τοπικό 
ελάχιστοτο 1-2. 


Προφανώς { (- 1) ας () και εκπληρούται η αρχική συνθήκη. 
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9. Ὑπάρχει συνάρτηση της οποίας κάθε σηµείο να είναι ολικό μέγιστο και 


ταυτοχρόνως ολικό ελάχιστο: 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η σταθερή συνάρτηση /:ὅ -»ὅ µε Γία)-ας εκπληροί την 
τεθείσα συνθήκη, αφού αν αιεὂ, {/Γἴαι]-σο-ες {ία Ψχεὂ και 


Τίαι)-οΣος Πα), νκεδ. 








10. Σε µη συνεχή συνάρτηση στο αῃ, να παραθέσετε παράδειγµα, όπου: 

(ὃ Εκατέρωθεν του αχ να έχω αλλαγή µονοτονίας και ακρότατο στο 
το 

η) Ἐκατέρωθεν του αχῃ να έχω αλλαγή µονοτονίας, χωρίς να έχω 
ακρότατο στο αρ. 

(11) Αριστερά του χι να είναι αύξουσα, δεξιά του φθίνουσα και στο 
χρ να έχω τοπικό ελάχιστο. 

(ἵν) Αριστερά του αχ να είναι φθίνουσα, δεξιά του αύξουσα και στο 
χρ να ἔχω τοπικό μέγιστο 


(ν) Χωρίς να έχω αλλαγή µονοτονίας εκατέρωθεν του χΧῃι να έχω 
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τοπικό μέγιστο στο χι. 

(ν) Χωρίς να έχω αλλαγή µονοτονίας εκατέρωθεν του αῃ, να έχω 
τοπικό ελάχιστο στο αρ. 

(νή) Χωρίς να έχω αλλαγή µονοτονίας εκατέρωθεν του Χρ να µην 


έχω τοπικό ακρότατο στο αι. 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


() 








(νι) 





272 














11. Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης {Γ:0-»ὅὀ η οποία σε κάθε 


υποδιάστηµα του ὂ, οσοδήποτε «μικρύ», να περιέχει άπειρα ακρότατα της 


{. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Γ τὸ -»ὂ µε 
1. αν κ άρρητος 

Λ9Ξ] 
0, αν αχ ρητός 
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Σε κάθε διάστηµα υποσύνολο του ὂ, περιέχονται άπειροι (και αριθµήσιμοι) 
ρητοί και άπειροι (και υπεραριθµήσιμοι) άρρητοι. Επομένως, έχω άπειρες 
(υπεραριθµήσιµες) θέσεις όπου έχω μέγιστη τιµή το 1 (είτε για κάθε ρητό είτε 
για κάθε άρρητο) και άπειρες (αριθµήσιμες) θέσεις όπου έχω ελάχιστη τιµή το 


(για τους ρητούς). 





12. Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης, η οποία να έχει άπειρα (αριθµήσιμα) 


σηµεία στα οποία να έχουµε τοπικά και ολικά μέγιστα ή ελάχιστα. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η /:ὅ -»ὂ µε {Γία)-ημχ, για αἜλκκ ασ κερ έχω 
άπειρα τοπικά και ολικά μέγιστα, αφού πμζοκκ ιτ) Ξ-1. Ὑκερ. ενώ για 


π 7 ς . ὃ « ͵ 
κ να ως. κΕεβΡ., έχω ἀάπειρα τοπικά και ολικά ελάχιστα, αφού 





ηνήοκα 2 Ξ-Ινκερ. 





13. Να δοθεί παράδειγµα συναρτήσεως, η οποία να έχει κ το πλήθος 


(κ ε ϱ) τοπικά ακρότατα, διάφορα ανά δύο. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ορίζουµε: 


1 χε [0,!) 
2, χε Π,2) 
ο Ἀεοθ] 
{() - 20] οἱ, αχ ε[9.4) ού, 


Η /Γ έχει πεδίο τιµών δι(/)- πο ος έχει κ το πλήθος τοπικά ελάχιστα 


(ή μέγιστα) μέγιστο. 








14. Να κατασκευασθεί συνάρτηση /{:0 -»ὀ. η οποία να έχει κτο πλήθος 
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(κ ε ϱ)τοπικά ακρύτατα σε δεδοµένες θέσεις του συνύλου 


4Α- αι ος } ς ὃ και η οποία να είναι συνεχής και παραγωγίσιµη. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Περιγραφικά η κατασκευή γίνεται ὡς εξής: 

Αν η Γ πολυωνυµική, τότε {’ (8) . (α -χι χα -ᾱο ).ία -χι ), η οποία έχει ρίζες 
της πρώτης παραγώγου τους αριθμούς αχι,Χ.,...Χ,. έχω εναλλαγή προστίμου 
ανάµεσα στα διαστήματα τῶν ριζών, άρα έχω ακρότατα. Η /Γπροσδιορίζεται µε 


µια απλή εύρεση αρχικής συνάρτησης (αόριστο ολοκλήρωμα). 








15. Να αποδειχθεί ότι είναι δυνατόν: 
Να υπάρχει συνεχής συνάρτηση {. ορισμένη τουλάχιστον σε διάστηµα 


(ο), και αε ία, β).έτσι ώστε σε κάθε διάστηµα της µορφής (κ, κο) να 
µην έχω ένα είδος µονοτονίας, και σε κάθε διάστηµα της µορφής αν, 
επίσης να µην έχω ένα είδος µονοτονίας, κι εν τούτοις, στο χῃνα έχω τοπικό 


ακρότατο (π.χ. ελάχιστο της {). 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι δυνατόν, σε µια συνεχή συνάρτηση, σε σηµείο της αῃ, να 
µην έχω αλλαγή µονοτονίας εκατέρωθεν του αμκαι παρόλα ταύτα, να έχω στο 
χρτοπικό ελάχιστο. 
Θεωρώτην /{:ὅ -»ὂ µε /{(α)- χ 
0, κΞθ 
Ἡ { είναι συνεχής στο 0 αλλά και παραγωγίσιµη στο 0 µε 
ω- μ΄ σα ημῖ, 1.01. 
0, κΞ0 

Αποδεικνύω ότι Γ:0)-.0. 

Ατημ” ε.α 0 
Γ(0)- ο κο Ξ ἥπρ- -πιή) -ημ΄ Ξ Ξ0 


ᾖ-90 -0 ᾖ-0 





ως γινόμενο της απειροστή { επί την φραγµένη ημ- ; : 
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Ως παραγωγίσιµη στο 0, έπεται ότι είναι και συνεχής στο 0. 


2 ὦ δν 
" 2συν----6 -εἶἰ2ὰχ -. χἆπθ 
ιά (κ) 5 χ .. χ απ . 





0, Χχ Ξ 0 
Η απόδειξη ότι Γ’(0)--0. 
1 2 
.  ημοαπμ ο. Ἡ] 2 
{ (0) -- Ππι τη 4ἡ πμρημζ)Γο 
1-0 ᾖ --»0 ᾖ ᾖ 


(ὡς απειροστές επί φραγµένες, όπως και προηγουμένως). 
Επειδή {Γ΄ (0) Ξ0. πρέπει να προχωρήσουμε σε παραγωγίσεις, µέχρι να βρούμε 


την πρώτη µη μηδενιζόµενη παράγωγο. Αλλά η {Γ΄ (8) δεν είναι συνεχής στο 


: : 2 ; ν ; 
χρΞΟΘΟ., αφού η παράσταση ον. δεν είναι συνεχής. Για παράδειγµα, αν 


1 2 2 
θεωρήσω α, Ξ-----0, τότε 2συν-- - Ίσυψ. Ξ-2συν2ηπ-2-»2., ενώ αν 
ππ χ 


μππ 


θεωρήσω ὃν η Ξ μα τμ -»0. τότε ον ο . 2συν(2ηπ Ἔ π) Ξ----»-. 


π 
μπε -- . 
2 


Τελικά η {Γ΄ (3) στο 0 δεν είναι συνεχής. Άρα 3 {Γ΄ (0). (Αν υπήρχε θα είχα 
συνέχεια στο /᾽ (0), άτοπο. 

Αυτό σηµαίνει ότι δεν μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το κριτήριο της β᾽ 
παραγώγου. Θα χρησιμοποιήσουμε το κριτήριο τῆς α παραγώγου: 

Θεωρώ διάστηµα (110), -»0,ᾳ«0. Σε αυτό το (οσοδήποτε «μικρό)) 
διάστηµα, θα προσπαθήσουμε να βρούµετο πρόσηµοτης { 9) ναν 

Θεωρώ τα σηµεία (0/0) και (1, Τ (1) και τη χορδή ΑΒ. Η κλίση της ΑΒ 


είναι: 


Ἱ 
- -μημ΄ --«0 
Ἶ ες 





4 2 1 - 
ορ μοτωώα, 
0 


αμ” {20 ή, και μ᾽ «0, όταν ᾖ «0. άρα μνημ᾽.«ϱ) 


Αυτό σηµαίνει, ότι η χορδή ΑΒ µπορεί να έχει οποιαδήποτε αρνητική κλίση. 
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1 
Σύμφωνα µετο Θ.Μ.Τ. θα υπάρχει χε (1,0). ώστε { (8) -ᾗημ- : «0. Για 


τα διάφορα ᾖ --»0,ή «0, υπάρχουν χε (1,0) ως 8) αρνητικός. 

Δηλαδή α.{ 8) «0. σε κάθε διάστηµα αριστερά και οσοδήποτε κοντά στο 
0. 

Οµοίως, συμπεραίνουμε ότι {΄ (8) 20. σε κάθε διάστηµα δεξιά και οσοδήποτε 
κοντά στο ϐ. 

Σύμφωνα µε το κριτήριο της α παραγώγου, τα προηγούμενα έχουν ὡς συνέπεια 


η { να έχει ελάχιστο στοθ., το 0. 
1 1 

Επειδή 0 ημ----«ἰ, νκ-οθς κ ημ)- «κ καιη /Γ περιέχεται ανάμεσα 
ν. χ 


στην ευθεία γ-θ καιτην παραβολή γ κ. 


3 
Ε(κ) 210 








--0.00000001 χ 0.00000001 


Να. σημειωθεί ότι την ανωτέρω γραφική παράσταση την πήραμε από το 
λογισμικό «ΜαίΠΟΑΡ» που έχει την επί τούτω δυνατότητα. Στα άλλα 
λογισμικά γραφικών , όλη αυτή η ταλάντωση παριστάνεται ὡς µία απλή 
τετραγωνική καμπύλη που έχει ελάχιστο στο 0 και εφάπτεται του άξονα χχ΄ 


στο 0, όπως και η καμπύλη γα” (111). Ως επίπλέον σχόλιο, να δηλώσουμε 
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για άλλη µια φορά τα πεπερασμένα όρια των υπολογιστών , αλλά και των 
λογισμικών. Δεν μπορούμε να βασιζόµαστε πάνω τους ούτε και για την 
εποπτεία. Παράλληλα . ο «χειροκίνητο υπολογισμός τιµών της 
συγκεκριμένης συνάρτησης σε µικρή περιοχή του μηδενός είναι πρακτικά 
ανέφικτος , αφού ένας αριθµός μικρότερος της µονάδος, στην τετάρτη δύναμη 


μειώνεται πάρα πολύ, ενώ ο αντίστροφός του αυξάνεται πάρα πολύ. Ο 
. . . . 4 2 1 
υπολογισμός του ηµιτόνου του τετραγώνου του και του γινομένου α΄ημ΄ -- 
χ 


µπορεί να δημιουργήσει πάµπολλα λάθη στρογγυλοποίησης, έτσι που δεν έχει 
κανένα νόημα ο δια χειρός υπολογισμός. Γι αυτό εξ άλλου αποτυγχάνουν και 
τα απλά λογισμικά , αφού έχουν μικρό όριο ψηφίων µε τα οποία κάνουν 
υπολογισμούς και αναπόφευκτες στρογγυλοποιήσεις. Το Μαίπεπιαίΐσα και το 
ΜαίΠΟΑΡ ξεπερνούν αυτά τα όρια κατά πολύ, αλλά κι αυτά βεβαίως , είναι 
λογισμικά. Αν αντί χ΄ έχουµε χ΄ το ΜαΙΠΟΑΡ 2000 Ῥτο µπορεί να επιτελέσει 
την σχεδίαση. Για χ; όµως αποτυγχάνει και έχω πάλι σχεδίαση απλής 
καμπύλης. Προφανώς, υπερέβηµεν το σχεδιαστικό του όριο. 

Πάντως, η συγκεκριμένη συνάρτηση είναι η «Λυδία λίθος» ελέγχου της καλής 
δυνατότητας ενός σχεδιαστικούὐ προγράµµατος και άρα αποτελεί 
αντιπαράδειγµα στον ισχυρισμό ότι «τα απλά σχεδιαστικά λογισμικά 
μπορούν να σχεδιάζουν ικανοποιητικά όλες τις συνεχείς ή κατά τμήματα 
συναρτήσεις εκτός από τις «τύπου ΡἱΓίεΠΙεῦ Ἐδώ έχουμε ένα παράδειγµα 


συνεχούς συναρτήσεως που τα απλά λογισμικά αποτυγχάνουν παταγωδώς. 





16. Υπάρχει συνάρτηση {: 
ο Ορισµένη στο [α..οο) και συνεχής 


ο Στο α δεν έχει ακρότατο. 











1 
2 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρούμετην /:[03:9)-»ὅ µε /α)-έ νο 3 ας 
0, κΞθ 


Για κάθε αχ Σ 0 είναι συνεχής ὡς γινόμενο συνεχών και σύνθετη συνεχών. 


Ἐπίσης στο 0 είναι συνεχής, αφού { ώση -ὂ ως γινόμενο 
χ-»0 Χ 


απειροστής επί φραγµένη. Ὅμως το { (0) δεν είναι τοπικὀ ακρότατο, αφού 


οσοδήποτε κοντά στο 0, σε κάθε διάστηµα της µορφής [0, αἱ η Ι) εναλλάσσει 
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πρόσημο, δηλαδή γίνεται και θετική και αρνητική, συνεπώς η τιµή 0 δεν µπορεί 

να είναι τοπικό ακρότατο. 

Ο παραπάνω ισχυρισμός καθίσταται φανερός, αν θεωρήσω την ακολουθία 
1 


χι Ξ -»0 και α͵ 20, νμεὸ. Από τον ορισμό της σύγκλισης της 
2πη 3 





ακολουθίας, έπεται, ότι σε κάθε διάστηµα της µορφής (0.8), υπάρχουν άπειροι 
όροι της και οι τιµές της συνάρτησης γι αυτές τις άπειρες τιµές είναι 
ται) κὖ 1 Ξκ»0. 

1 


σσ «-ὐθ και ν, 50, νπεὸ, τότε και αυτή σε 
2πη -- 33 ι 
2 


Αν θεωρήσω ), Ξ 


διάστηµα (0,6), έχει άπειρους όρους της και οι τιµές της συνάρτησης γι αυτούς 
τους όρους είναι {(9/) Ξ γ; (-8) ---γ «0. 
Δηλαδή. οσοδήποτε κοντά στο 0. έχω και θετικές τιµές και αρνητικές 


τιµές, άρα στο 0 δεν µπορεί να έχω ακρότατο 


τὰ 
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1.2. ΘΕΩΡΗΜΑ ΕΕΚΜΑΤ 








1. Το Θεώρημα του Εογπιαί . έχει την εξής διατύπωση: «Έστω α-β. 














χο ε(α.ϱ) «Γτ(α,β)-»ΣΕ παραγωγίσιµη στο χο και Χο τοπικό 
ακρότατο της {. Τότε, {(α,)Ξ0». 
Να αποδείξετε (µε ισάριθµα ξεχωριστά αντιπαραδείγµατα) ότι οι τρεις 
υποθέσεις του θεωρήµατος. δηλ.: 
... Η Γορίζεται σε ανοικτό (α.β) 
Π. ΤΟ χροτοπικό ακρότατοτης{. 
Π. Ἡ Γπαραγωγίσιμη στο (α.β) 


είναι απαραίτητες έτσι ώστε να ισχύει το συμπέρασμα. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
α) Για την αναγκαιότητα της υπόθεσης (1): 


θεωρώ την Γ: [01] --»[01] µε /ία)--κ. Αυτή: 





1) Είναι ορισμένη στο κλειστό [0.1] (αντί του ανοικτού που προβλέπει 
η υπόθεση (1)). 
2) Τοῦθε [ο] είναι θέση ελαχίστου. 
3) ἩΗ { είναι παραγωγίσιµη στο [0.11. 
Όμως δεν υπάρχει αι ε[θ,]- Γ (ας) - 0, αφού {(α)- 130 νκε[θῃ]. 
β) Για την αναγκαιότητα της υπόθεσης (11) : 


θεωρώ την {: (1.2) --»(1,4) µε Γ{α)- κ). Αυτή: 





1) Είναι ορισμένη στο ανοικτό (1.2). 
2) Στο (1.2) δεν έχω θέση ακροτάτου (αντί της ύπαρξης ακροτάτου 
που προβλέπει η υπόθεση (11) ). 
3) Ἡ { είναι παραγωγίσιµη στο (1.2). 
Όμως δεν υπάρχει χρε (12) : δαν) ο σα ον 
απορρίπτεται, 
αφού 0 (12). 


γ) Για την αναγκαιότητα τῆς υπόθεσης (11): 





θεωρώ την {:{--11)-» ὃ µε 


ο ᾱ- (- 10) 
Γαλ-ή-ι κ-ο Ε. Αυτή: 
. ἃξ (0,1) 
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1) Είναι ορισμένη στο ανοικτό (-1.1). 
2) Στοθε (- 11) έχω θέση τοπικού ακροτάτου (ελαχίστου εδώ). 
3) Ἡ { είναι παραγωγίσιµη στο (-1.1) πλην τῆς θέσεως 0, όπου έχω 
ασυνέχεια (και άρα και µη παραγωγίσιµη , όπως προβλέπει η 
υπόθεση (1). 
Όμως δεν υπάρχει αρ ε(--11): ΓΕ (α,) - 0. αφού {Γ (89) -0 κ ε(--1])-- (6). 
Αποδείξαµε λοιπόν, ότι όταν δεν εκπληρούται έστω και µία από τις τρεις 


προὐποθέσεις του Θ.Εετπαί είναι δυνατόν να µην ισχύει το συμπέρασμµά του. 








2. Να αποδειχθεί ότι δεν ισχύει το αντίστροφο του 6Θ. Εεγπιαί. Δηλαδή. ο 
µηδενισµός της παραγώγου µιας συνάρτησης σε ένα σηµείο, είναι µια 
αναγκαία συνθήκη για την ύπαρξη ακροτάτου στο σηµείο, αλλά δεν είναι 


ικανή. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώτην {:ὅ -»ὂ µε /Γία)-ακ᾽. Έχω Γ (α)- 3κ” και 


ιν (0) Ξ40. όµως στο 0 δεν έχω ακρότατο, αφού η { είναι γνησίως αύξουσα 











συνάρτηση στο 





Ενδέχεται ακόµη. να µην υπάρχει καθόλου η παράγωγος σε ένα σηµείο και να 

















είναι θέση ακροτάτου.π.χ.Γ:Κ-»Κ µε {(α)Ξ]α|, έχει ελάχιστο στο ΧΞ0 


αλλά 3 Γ0) 





ΣΧΟΔΙΟ: Ένα πρακτικό συμπέρασμα που συνάγεται απὀ αυτό, είναι ότι όταν σε 
κάποιο σηµείο αρ έχω Γ΄ ο) 30, τότε στο χῃὸεν έχω ακρότατο. 

Ουσιαστικά, αυτό αποτελεί τήν αντιθετοαντίστροφή πρόταση του Θ.Εοεγηιαί, 
δεδομένου όμως τι ισχύουν Οἱ άλλες δύο προὐποθέσεις του, δηλαδή η { 
ορισμένη και παραγωγίσιµή σε ανοικτό διάστημα. 

Θα ὁωιευκρινίσουµε περισσότερο το θέµα µε στοιχειώδη προτασιακή λογική. 

Το ϐ.Μοεγηιαί έχει μορφή (ρι ΛΡΟΛ ρε) 4, όπου ᾖι,Φ.,2. οἱ τρεις 
προὔποθέσεις του και ᾳ ότι «Υπάρχει αιε ία, /) : αι) Ξ0.» 

Π  αισοδύναμή αντιθετοαντίστροφή πρόταση έχει τῃ µορφή: 


παν (ριΛ).ΛΛι). 
Επειδή όµως ή σύξευζη τριών προτάσεων είναι ψευδής εάν και µόνο εάν µία 
τουλάχιστον απὀ τις τρεις είναι ψευδής, τότε -ἹρΞ»-πρι, εάν οἱ δι. εἶναι 


αληθείς, 
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αν ΣΕ ΡΗ ΦΑΕΙ ΣΡΣ 


12.1. ΟΡΙΣΜΟΙ. ΚΟΙΛΕΣ ΚΥΡΤΕΣ. ΣΗΜΕΙΑ ΚΑΜΠΗΣ. 





1. Στην Αμερικάνικη βιβλιογραφία, οι γραµµές που δεν είναι ευθείες 
χωρίζονται σε δύο µεγάλες κατηγορίες. Σε αυτές που «κρατούν το νερό» 
(1ο]ά (ιο γΥαίος) και σε αυτές που «χύνουν το νερό» (5δΡΙ1 ιο γναίογ). ἹΚατά 
πόσον είναι επιτυχημένη αυτή η ονομασία σε σχέση µε τον μαθηματικό 


διαχώρισµό «κοίλες) και «κυρτές»; 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όταν η διεύθυνση της κατακόρυφου και άρα και της διεύθυνσης 
της βαρύτητας αντιστοιχεί στο σύνηθες πρότυπο του άξονα γν. τότε είναι 
δυνατόν µία καμπύλη να είναι κυρτή και να µην «μην κρατά το νερό», όπως 


φαίνεται και στο παρακάτω διάγραμμα: 


3,5 


3.5 


η.5 





Ἡ εκθετικἠ συνάρτηση ΥΞξεὰ : Δεν συγκρατεὶ οὐτε µια σταγόνα βροχἠς παρ ᾿ότι 
χαρακτηρίζεται κυρτἠ. 


Συνεπώς ο χαρακτηρισμός ὡς κοίλων ή κυρτών ανάλογα µε τη «συγκράτηση 
του νερού» δεν µπορεί να θεωρηθεί άκρως επιτυχής. 

ΣΧΟΛΙΟ: Ένα πετυχημένο εποπτικό κριτήριο, είναι το εξής: 

Ένα κινητό είναι «πάνω» στην καμπύλη και την διαγράφει από τα αριστερά 


προς τα δεξιά. Τότε: 
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1. Αν στρέφεται κατά τη θετική φορά (αντίθετα δεικτών ὠρολογίου), τότε 
έχω κυρτή γραμμή. 
2. Αν στρέφεται κατά την αρνητική φορά (των δεικτών), τότε έχω κοίλη 
γραμμή. 
Βεβαίως υπάρχουν και άλλα εξίσου πετυχημένα εποπτικά κριτήρια, κατάλληλα 
για την εισαγωγική διδασκαλία της έννοιας: 
α) Στην κυρτή, το ευθύγραμμο τµήµα που ενώνει δύο οποιαδήποτε σηµεία της, 


αφήνει το «τόξο» που αποκόπτει προ τα «κάτω» (αντιθέτως η κοίλη) 


. Κοίλη 





β) Στην κυρτή, αν φέρω εφαπτομένη σε οιοδήποτε σηµείο της, όλα τα σηµεία 


της κείνται «πάνω» απὀ την εφαπτομένη. Αντίθετα για την κοίλη. 
6 
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γ) Στην κυρτή, οι Κλίσεις τῶν εφαπτοµένων σε κάθε σηµείο της, αυξάνονται 


από τα αριστερά προς τα δεξιά. Αντίθετα ισχύει για την κοίλη. 


ὴ 





4 


Ν{ 
μα 


-ἱ -0.5 0.5 15 


3.5 8 45 5 
λ 


ὃ) Η προηγούµενη εποπτεία είναι η γέφυρα για την κατανόηση της πρότασης 
ότι «Μια συνάρτηση { ονομάζεται κυρτή, όταν η { 8 είναι γνησίως 
αύξουσα». (Αναλόγως και για την κοίλη). 

ε) Αν { κυρτή συνάρτηση, τότε για κάθε δύο σηµεία του Π.Ο. της α. β έχω: 


ο. ών 





(και αναλόγως για την κοίλη), που εκφράζει τις 


γνωστές ανισότητες του 16Πςοῃ. 
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((8)Η(ϱ)/ 
2 








2. Να δοθούν παραδείγματα συναρτήσεων {, 6, ᾗ ορισμένες στο ὂ, οι 
οποίες: 

(ὃ Ἡ {να είναι κυρτή. 

μή] Η 5 να είναι κοίλη. 

(1) Ἡ ᾖ να είναι σε υποσύνολο του ὃ κοίλη και σε άλλο υποσύνολο 


κυρτή. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
(ὢ {1:16 -»ὃ µε /(α)- κ΄ --δχ--6 είναι κυρτή, διότι {Γ (α)-2350 νχεδ. 
() στὸ -»ὀ με σία)-- -κ- --δκ 6 είναι κοίλη, διότι 


{.)--2«θ νχκεδ. 


(910 -»ὂ µε ἠία)- κ) --2χ)--χκεΤ. Κατά τα γνωστά, η ᾖ στο (σσ) 


: - 3 : 
είναι κοίλη και στο ο κυρτή. 








3. Να εξετασθεί. αν ισχύει το αντίστροφο της πρότασης: «Αν η { 


παραγωγίσιµη σε διάστηµα ἀά.,. αιβεδΔ και α-«β., τότε 


({ κυρτή -» {΄(α)«/). 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η αντίστροφη πρόταση είναι η εξής: «Αν η Γπαραγωγίσιµη σε 
διάστηµα 4, α,βεΔκαια«β και Γ (α)« Γ(β),τότεη /Γ κυρτή. 

Δεν ισχύει, διότι αν θεωρήσω { 02] -»ὂ µε { (9) Ξημα, τότε 
Ῥ () Ξσυνχ, 


π 15 π 135π [π {135π οεὶ 
« πο, Εε|03π] και 0 τ]« ----ι---,. όμω δεν είναι 
σσ ο 5] {15 .) 7 όμας η / 





κυρτή (προφανώς) στο [0,3π]. 








4. Είναι γνωστή η ισχύς της προτάσεως: «Αν /[’(α)20 ΝχεΔ, τύτεη /{ 


γνησίως κυρτή στο διάστηµα 4». 


Να αποδειχθεί ότι δεν ισχύει η αντίστροφη πρόταση. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όταν η { είναι γνησίως κυρτή σε διάστηµα 4. τότε δεν έπεται 
πάντα ότι [’(α)20 ΝχΕεΔ. 

Ως αντιπαράδειγµα παραθέτουµε /:ὅ-»6 µε {/ία)-α". Αυτή είναι 
γνησίως κυρτή στοξ., ενώ {΄(κ)-- 12χ3 20. (Αναλόγως και για γν. κοίλη). 
ΣΧΟΛΙΟ: Η γενικότερη πρόταση που ισχύει είναι ότι: «Αν {Γ΄ (8) 1 ΟΝΧΕΔ 


και η ισότητα ισχύει µόνο για μεμονωμένα ή για άπειρα σηµεία, αλλά όχι για 


όλα τα σηµεία του 4, τότε η { είναι κυρτή στο 4. 








5. Ῥίΐναι δυνατόν ένα σηµείο αι να είναι και να µην είναι σηµείο καμπής 


µιας συνάρτησης {; 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Προφανώς όχι, διότι άλλως έχουµε απόκλιση από τον νόµου της 
Αριστοτέλειας λογικής τῆς «του τρίτου ή μέσου αποκλίσεωὠς». Ένα σηµείο αι 
ή είναι ή δεν είναι σηµείο καμπής και τρίτο τι, δεν υπάρχει. Όμως, υπάρχει 
σύγχυση στην βιβλιογραφία, αφού υπάρχουν τουλάχιστον έξι ορισμοί για το 
σηµείο καμπής µη ισοδύναµοι όλοι μεταξύ τους, εξ ὧν και η πηγή 
παρεξηγήσεων. 


Αναφέρουµε έξι από εν χρήσει ορισμούς του σημείου καμπής: 
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ΟΡΙΣΜΟΣ 1: Έστω { παραγωγίσιµη σε διάστηµα (α,β). µε εξαίρεση ίσως ένα 
σηµείο του αι. Αν η { εἶναι κυρτή στο ία, αι) και κοίλη στο (ας, β) ή 
αντιστρόφως και η γραφική της παράσταση έχει εφαπτομένη στο ον Ἱ μὲ ), 
τότε το σηµείο αΐαι, ιά ία, )) ονομάζεται σηµείο καμπής της γραφικής 
παράσταση της {- 
ΟΡΙΣΜΟΣ 2: Έστω η { είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο ία, β) ΕεΗ ( μα ) και 
χρε ία, β). Λέμε, ότι η Γ παρουσιάζει καμπή (ας, |. (ας ). αν η {Γ είναι κυρτή 
στο ία, κ) και κοίλη στο ο. Αβ) ή αντίστροφα. 
ΟΡΙΣΜΟΣ 3: Ἠστω η ος Τι υς )) της γραφικής παράσταση µιας συνάρτησης { 
που ορισμένη στο (α,/) και παραγωγίσιµη στο αῃ, θα λέγεται σηµείο καμπής, 
αν και µόνο η συνάρτηση είναι κυρτή στο ία, κ) και κοίλη στο (ας, β) ή 
αντιστρόφως. 
ΟΡΙΣΜΟΣ 4: Το σηµείο καμπής της γραφικής παράστασης µιας 
παραγωγίσιµης συνάρτησης, είναι ένα σηµείο όπου η κυρτότητα αλλάζει είδος. 
Επίσης, σε ένα σηµείο καμπής είναι δυνατόν η β᾽ παράγωγος να µην υπάρχει. 
Για παράδειγµα, µπορεί να απειρίζεται. 
ΟΡΙΣΜΟΣ 5: Ένας αριθµός αι λέγεται σηµείο καμπής της ᾗ αν η 
εφαπτομένη στην γραφική παράστασή της στο (ο, Τ ρα )) διαπερνά την 
γραφική παράσταση. Αν δεν υπάρχει µία µόνο εφαπτομένη αλλά δύο 
ημιεφαπτοµένες, πρέπει η µία τουλάχιστον, να διαπερνά την καμπύλη. 
ΟΡΙΣΜΟΣ 6: Έστω συνάρτηση { που παραγωγίζεται στο διάστηµα 4. Θα 
λέμε ότιτο αῃ είναι σηµείο καμπής της {, τότε και µόνον τότε, όταν υπάρχουν 
διαστήματα (ας -ε, τν) και ία, - ε, Χρ). όπου στο ένα η { είναι κυρτή και στο 
άλλο κοίλη ή αντιστρόφως. 
ΟΡΙΣΜΟΣ 7: Το σηµείο αχῃε ία, β) στο οποίο έχουµε: 
ο Ἕ ει θ κι - νι ία, Αβ) και η {9 είναι κυρτή (αντίστοιχα κοίλη) 
στο Γρ Νο] 
ο 3ε) 20: [κο αρ - εο]ς ία, β) και η {0 είναι κοίλη (αντίστοιχα κυρτή) 
στο ος Ἔδο 


λέγεται σηµείο καμπής τῆς συνάρτησης {: α, β] -»0. 
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ΟΡΙΣΜΟΣ 8: Έστω (α,β) ς« ὃ και Γ:{α, β)-» ὃ µία συνάρτηση, δύο φορές 
παραγωγίσιµη. Το σηµείο α εἰ δν )) θα λέγεται σηµείο καμπής της {[. αν 
ώστε 


10) Ξθκαι ία). Γ ζαι 1) «θ0 ια ἠ-0. τέτοιο 
χο --ἶ, χῃ Γἆ εία,β). 


Για παράδειγµα, αν έχω τη συνάρτηση: {:0 -» ὂ με 


κΧκςβ Ἔ : : : 
τότε στο σηµείο α2 δεν έχει εφαπτομένη, 


-.-.. κο) 
μα χ33 
Επειδή όµως υπάρχουν {; (3) Ξ-10 και {; (3) Ξ2 ορισμένοι 


αφού 3 / 3). 
συγγραφείς δέχονται ότι έχει δύο Ωμιεφαπτόµενες τις γΞ]0ὰ-2 και 
ΥΞ2Χ 22. 
35 ͵ ή. 
{ ’ 
/ / 
{ / 
Ι / 
! ’ 
3η ! ”. 
(ΠΕ [) 
25 
/ 
20 
/ 
/ 
’ 
’ 
/ 
3 
/ 
/ 
/ 
/ 
ή 1Ώ 


/ 
’ 
2 


ο 


/ 
(3.0) 
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Στο σηµείο (, Γι (3)) αλλάζει κυρτότητα, απὀ κυρτή γίνεται κοίλη, αλλά σηµείο 
καμπής έχουµε µόνο σύμφῶώνα µε τον ορισμό 5. Με όλους τους υπόλοιπους 
ορισμούς, δεν έχουµε σηµείο καμπής. 

9 Αν έχωτην Γ: (02) -» ὃ µε 


. τοι θ«κς«] 
ο τ | 


-(α--2), Ίκακ«3 





{ () --οο και {; () ---οο. Άρα στο 1, υπάρχει εφαπτομένη η ευθεία χξΞΙ. 





Το σηµείο (1.0) θεωρείται σηµείο καμπής σύμφωνα µετους ορισμούς 1 και 


50 


αλλά όχι µετους υπολοίπους. 

Ενδιαφέρον έχει η απόκριση του σχεδιαστικού προγράµµατος «(αρΏ» στην 
εντολή να βρει την εφαπτομένη του διαγράµµατος ενός Κλάδου στο σηµείο χΞΙ 
Γράφει σε κατά λέξη μετάφραση : «Στο σηµείο χΞΙ η συνάρτηση {(α) δεν 
ορίζεταυ ενώ φυσικά και ορίζεται! Η εμφανιζόμενη εφαπτομένη είναι απλώς 
στο σηµείο χΞ0.999 µε συντελεστή Κλίσης 225.000 (1) Κάτι τέτοιες οριακές 
καταστάσεις θέλουν πολύ προσοχή όταν τις ᾖΧκειριζόµαστε µε 
λογισμικά... ντε νεο. (Θα έπρεπε να γράφει {Γ(αΟλαντί {{(4) για να είναι σωστό 
το μήνυμα.) 

9 Αν έχω την Γ:ὅ »ὂμε {Γία)-2κ -Γ3κ) --Ι2κ, τότε το σηµείο 


1 1 
- - ἴ - :] θεωρείται σηµείο καμπής Και µετους έξι ορισμούς. 
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ο Τια παράδειγµα, αν έχω τη συνάρτηση 


Γιο ε οοα 
σία)-«0, κ πετ, 
οι, ἂκξ 


Τότε αυτή έχει σηµείο καμπής µόνο µε τον ορισμό δ και µε κανέναν άλλο. 
Και μάλιστα δεν έχει ένα µόνο σηµείο καμπής, αλλά άπειρα 
υπεραριθµήσιµα και συγκεκριµένα όλα τα σηµεία του διαστήματος Γ- Μ: 
Εδώ πρέπει να σχολιάσουµε, ότι το περιβόητο λανθασμένο ζήτημα των 
Πανελλαδικών Εξετάσεων 2003 στα Μαθηματικά Α᾿ δέσµης, σύμφωνα µε 
αυτό τον ορισμό, µπορεί να θεωρηθεί ὡς σωστό. Με τον ορισμό όµως του 
διδακτικού βιβλίου είναι λανθασμένο, διότι οι εξετάσεις -υποτίθεται- ότι 
γίνονται σύμφωνα µε τοὺς ορισμούς των βιβλίων του ΟΕΔΒ. 
Επίσης πρέπει να επισημανθεί, ότι οι θεωρήσεις μπορούν να αλλάζουν, 
ανάλογα και µε τον ορισμό της κοίλης ή της κυρτής. 
Οι περισσότεροι συγγραφείς διευκρινίζουν τη «γνήσια κυρτή» ή «γνήσια 
κοίλη», ὀπου οι γνωστές ανισοϊσώτητες των ορισμών ισχύουν µόνο ως 
ανισότητες. Ο αναγνώστης λοιπόν θα πρέπει να είναι προσεκτικός. 

Να σημειωθεί ότι στα λυκειακά βιβλία του ΟΕΔΒ δίδεται ο ορισμός 1, τον 


οποίο δεχόμαστε και εμείς. 








6. Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης, εκατέρωθεν σηµείου αχ της οποίας, 


να γίνεται αλλαγή κυρτότητας, αλλά στο αχῃ να µην έχω σηµείο καμπής. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώτην {:ὅ -»ὂ µε Γ{4) " 


παποι ο". 


χὃ, χὸ0 
ο χ«-θ 
Στο αχ; Ξ0 η κυρτότητα αλλάζει είδος, αφού {Γ΄ ()- ο (δεν 
2, χ250 


υπάρχειη {Γ΄ (ο). αφού δεν υπάρχει καιη { (0)) και Γ΄ (8) « 0ϱ νκςθ, ενώ 
{ α)»0να»ο. 
Στο αῃΞθέχω {:0)- ---ο και /:(0)-0. 


290 





Έτσι, στο αχῃς0 δεν υπάρχει εφαπτομένη και επομένως το ας 0δεν είναι 


σηµείο καμπής. 





Στο διάγραµµα φαἰνοντ τοι δυο κλάδοι και ότι εκατέρωθεν του μηδενὸς απὀ κοἰἶλη 
γίνεται κυρτή, αλλά στα 0 δεν έχω σηµεἰο καµπἠς αφού στο 0 δεν έχω εφαπτόµενη 
στο διάγραµµα στης {." 


-τ 


Ὑπάρχει περίπτωση, εκατέρωθεν ενός σηµείου αρ, µια συνάρτηση { να έχει 


αλλαγή κυρτότητας και χρνα µην είναι σηµείο καμπής διότιτο αρ 6Η ( ιά . Για 


παράδειγµα η Γ(α)- /ὃ . /α- στ και {ΓΏ250 9520, 


.ὰ (9) «0 νχςθ. ενώ δεν υπάρχει σηµείο μηδενισμού της β᾽ παραγώγου. 








7. Να δοθούν παραδείγματα συναρτήσεων {ϱ. 0 -»0. έτσι ώστε: 
(ὃ Ἡ {να µην έχει σηµεία καμπής. 
(8) Ἡ 5 να έχει ν σηµεία καμπής. 


(11) Ἡ / να έχει άπειρο και αριθμήσιμο πλήθος σημείων καμπής. 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


(ὢ Η Γ{α)-- κ δεν έχει σηµείο καμπής. 
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(1) Η σ, η οποία έχει σ΄ (α) (και κι). (κ --κι). όπου αι, Χ2.....Χη τα η 
διακεκριµένα σηµεία στα οποία η σ παρουσιάζει σηµεία καμπής Ησ 
υπολογίζεται µε ολοκλήρωση δύο φορές απλά. 

(11Η τριγωνοµετρική πα) -- ἤμαε ἔχει άπειρα σηµεία της µορφής 
χΞκπ,κεῤρ που είναι άπειρα και αριθµήσιµα και είναι θέσεις σημείων 


καμπής, τῆς µορφής (κπ,0)κεβρ. 








δ. Να αποδειχθεί . ότι για να είναι κυρτή ή κοίλη µια συνάρτηση. δεν είναι 


απαραίτητο να είναι παραγωγίσιµη 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

Αν θεωρήσουμε την συνάρτηση {(α)Ξ]α| . τότε σύμφωνα µε τον ορισμό είναι 
κυρτή, αλλά-ῶς γνωστόν -- δεν είναι παραγωγίσιµη στοθ. 

Αν θεωρήσουμε την σ(α)Ξ--|α| έχομε το αντίστοιχο παράδειγµα για κοίλη 
συνάρτηση που δεν είναι παραγωγίσιµη. σ(α)ξ--]α| 


122ΑΣΥΜΙΠΤΩΤΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 











1. Να αποδειχθεί, ότι είναι δυνατόν να υπάρχει το [πι κ Ο. αλλά η 


χ-λ ο. 


σκι (4) να µην έχει πλάγια ασύμπτωτη. 











2 
- . 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν {(α) Ξχ--συν χ/ὃ. τότε Ί]ῃι 75) Ξ ἨῃΠι πιο 

Χ-δοο χ--»Γοο Χ 
2 
᾿ συν΄καχ ᾿ 1. συν2χ | ' 1 ο συν2χ 
τν |- ο ὮἍὭπνου 
α----γοο Χ χ--»-γοο 2χ χ----γοο χ--δοο ΑΧ χ----γοο Χ 


Ξ1-.0--0-1 


Όμως Ππι ( .ὖ (ο) -- κ) -- Ίϊῃι συν΄χ. Το τελευταίο όριο δεν υπάρχει, διότι αν 


χ--»Ἔοο χ--λοο 


, / . 9 . 2 ι 2 
θεωρήσω κα, Ξ2ήπ--οο, τὀτὲ ΠΠ συν΄χ, Ξξ πι συν΄2Ηπ- πι ἱ΄ Ξ1Ι. 
Π--»-Γοο Π--»-Γοο Π-» Του 


ενώ αν 


δν, Ξ2ηπ.5 -ὁ 0, τότε Ἠπι συν΄ ν, Ξ Ίπι00. 


π--ὸμοο π--»νοο 


202 











Ἡ γραφική παράσταση της 
(0) - αχ Έσυν΄χ εφάπτεται συνεχώς στην ευθεία ΥΞ-κ αλλά ποτέ η μεταξύ τους 


απόσταση δεν τείνει στο 0 








2. Είναι δυνατόν ασύμπτωτη καμπύλης να τέμνει την καμπύλη: 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Πρόκειται για ενδιαφέρον παιδαγωγικό (και μαθηματικό ) 
ερώτημα, καθώς η ετυμολογική σημασία της λέξης «ασύμπτωτη» παραπέμπει 
ευθέως στην «μη σύμπτωση» και (κατά τη συνήθη ερμηνεία) στο ότι «δεν 
έχουν κοινά σηµεία». 

Από την άλλη, η µαθηµατική σημασία του όρου, δεν αποκλείει την ύπαρξη 
κοινών σηµείῶν, αλλά και αυτό δεν είναι προφανές αν γίνει µια όχι σωστή 
γεωμετρική μετάφραση του ορισμού (πράγµα λίαν σύνηθες). 


Ο ορισµός της πλάγιας ασύμπτωτης, απαιτεί ύπαρξη Λ,μεὂ έτσι ώστε 


ἥπι /(α)-- Ακ» μ]-0. 


χ-»Γοο 
(1) 
Ἡ συνήθης λανθασμένη γεωμετρική θεώρηση του ορισμού έγκειται στην εξής 
μετάφραση: « Η (1) σηµαίνει ότιη { (4) και η ευθεία γΞλαχ-- µ εφάπτονται 


στο άπειρο ή πλησιάζουν οσοδήποτε κοντά χωρίς να συμπίπτουν ποτέ». 
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Ἡ παραπάνω θεώρηση είναι σωστή για την συντριπτική πλειονότητα των 
χρησιμοποιούµενων παραδειγµάτων ή περιπτώσεων, αλλά όχι και για όλα. 


Παραθέτουµε το ακόλουθο αντιπαράδειγµα: 


ημα 
πο ολσε ... ; 
Ἱ (8) Ξὰ χ η οποία είναι συνεχής. 
1, χκΞθ 
Επίσης, Ππι ΗΝ. 0 και Ηπι η ρ , πράγμα που σηµαίνει ότι η ευθεία γζθ 
χ-»οο. «λ χ----οο 


(δηλαδή ο άξονας αχ) είναι οριζόντια ασύμπτωτη της { (ο). 


Όμωςη { (9) και ο άξονας χχ’ έχουν άπειρα (αριθμήσιμα) κοινά σηµεία, αφού 


η εξίσωση ο 0.ς5ημι-θς» (α Ξκπ.κε ϐ) και έτσι φαίνεται η απειρία 
Χ χ-θ 


των κοινών σημείων. 





έχει την µορφή µιας αποσβενυόµενης φθίνουσας 


Η συνάρτηση {{χ)- πο 
χ 


ταλάντῶσης και προς το Ἔοο καιπροςτο -οο 


12.3. ΚΑΝΟΝΑΣ ΤΟΥΊΙ ἨΟΡΡΙΤΑΙ, 











1. Να αποδειχθεί, ότι είναι δυνατόν να µην υπάρχει το [πι { Ξ και να 
χσαδ 
υπάρχει το μιάς). 
χ-σαδ (8) 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
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2 1 σ 1 1 
αχ ημ αχ ημ-- χημ-- 
ο Ἡ --- | χ ϐ0 
Το 1πι είναι της µορφής -- καὶ πι Ξ Ίπι Ξ---Ξ0. 
χο. Εφχ 0 χο. ΕΦΧ χο ἔφχ 
Χ 


























1 
χ΄ημί.) 
Η γραφικἡ παράσταση της συνάρτησης [χ) Ξ ην σε µια περιοχή του μηδενός, 
ἔφίχ 
ὁπου και εποπτικά φαίνεται η ύπαρξη του ορἰου. 
Όμως, 
η 1 
[ρημα] ο Ιι----ᾱ- 2 συν 
. χ ͵ Χχ χ 
Πτα πο μπι: Π - 
α-»θ (εκ) α-»0θ 
συν΄χ 
1 1 . 
2χηµ-- συν -- Ίπισυν - 1 
ος επ ης οι» 
χ-»0 1 χ-»0 1 1 χ-»0 Χ 
συν΄χ συν΄χ 


και το όριο αυτό δεν υπάρχει. 


Πράγματι, 
1 ”.-.- ο. 
αν α, Ξ-----“δθκαιχ, «0 νπεο,τότε ἤπισυν ---- Ππισυν2πη]--»1. 
πη Χη 
[ 1 ’ ν ῶ 
Αν χι, Ἕ----------»θκαι χ/30Υνπεο, τότε 
π 
2πη Γ--- 
2 


ον Ξ Ππι συν 21 Έ 5) Ξ0-»0. 


η 
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| ᾿ : .. 
Επομένως δεν υπάρχειτο όριο του συν-- όταν χ -»0. 
χ 




















Η γραφική παράσταση τῆς συνάρτησης {{χΧ)Ξσυν(1/χ). Εποπτικά έχουµε µια γραµµή που 
ταλαντώνεται μεταξύ του 1- και 1 όσο πλησιάζουµε στο 0ϐ . χωρίς όµως να σταθεροποιείται σε 


κάποια συγκεκριμένη τιµή. 











ΣΧΟΛΙΟ: Το παράδειγµα αναδεικνύει το ικανό και όχι το αναγκαίο του 
κανόνα Τ,Ἠορφίία|. Επομένως, όταν δεν υπάρχει η οριακή τιµή του λόγου των 


παραγώγων, δεν έπεται ότι δεν υπάρχει και το αρχικό προς υπολογισμό όριο. 





2. Με κατάλληλο αντιπαράδειγµα να αποδειχθεί το Ψἀεύδος της 
παρακάτω προτάσεως: 
{(α) 


«Αν οι {, σ είναι παραγωγίσιµες και Ἱῃι----Ξ- 6 τότε και Ί]πι : ία) 


Ξ{». 
κο σα) τ»0 6 (1) ὗ 














ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ /ία)-κ. οία)-α εἰ. 


: τ Χ 0 τα 1 
Τότε, ασ ο) Ἔλπι----Ξ-Ξθ και ᾖπο' μπι Ξ]:0. 

χ-0 σ(α) ουχ] 1 χοθσ (8) χ-0 
Ἐπομένως η πρόταση είναι ψευδής. Όπως δείξαµε και στο προηγούμενο 


παράδειγµα, αληθής γενικά είναι η αντίστροφη πρόταση. 










3. Να δοθεί παράδειγµα υπολογισμού ορίου. το οποίο για τον υπολογισμό 
του να χρειάζεται κ φορές την διαδοχική εφαρµογή του κανόνα 


1) Ἠοερί(λΙ. 








... « 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρούμε ότιτο όριο πι ας κεο.το οποίο µεκ 


χ-ὃοο χ -οο 


διαδοχικές παραγωγίσιµες, δίνει: 
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5 ' έ 
Άρα και πι ---Ξ Ίοο. 
χ--» ου αχ 


Σε περίπτωση όπου θ«κ σδ,τόε Ἠπεδ:π-ἱ«κ«π. 


Τότε, µε τα από η διαδοχικές παραγωγίσιµες, έχω: 








ἵ-- 6 
πι -- ΠΠ 
εαν χν κίκ τζκ 2). {κ Π-Ε  εύ 
4) 
Τότεκ-π«θ και πι α΄ Ξ0 και µπι χα” Ξ-οο. Άρατο όριοτης (1) 
χ--»-γορ χ--»-οο 


ισούται µε -οο. 








4. Μία διατύπωση ενός κανόνα του 1, Ηοερίία]. είναι η εξής: 
«Αν οι συναρτήσεις {/.5ς: 
(0) Είναι συνεχείς στο [αρ --ἄ,κρ Εἠ]1 5 0 


(4) Είναι παραγωγίσιµες στο ε., -ᾖ,χῃ 1] -- σον 


(19 Γίαη)Ξ εἶαο)Ξ0 





ο ο, 
χ-»0 σ(α) 
Τότε σα Ξλ». 
α-ὸ»0 σ(α) 


Η συνθήκη (Ίν) υποκρύπτει την επί πλέον υπόθεση. ότι {ε2 0: σα) - 0 
νχ ο αφού άλλως δεν υπάρχει το όριο. Αυτή η 
υπόθεση είναι απολύτως ουσιώδης και βασική για να ισχύει το 
συμπέρασμα. 

Να αποδειχθεί το βάσιµο του τελευταίου ισχυρισμού µε κατάλληλο 


παράδειγµα. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρούμετις συναρτήσεις: 
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2 1 


Ῥωλε ε "]συνα . ρήμα και σ(α)--ο 3 [συν ἐνημ. | σαχ ε (0.99) και 
χΧ Χ Χ Χ 





735930. 

Οι προὐποθέσεις και το συμπέρασμα ισχύουν και όταν θεωρήσουµετις { σσε 
διάστηµα της µορφής [0.:.99). Σε αυτή την περίπτωὠση τα διαστήματα του 
θεωρήματος Τ.᾽ Ηοςρίίαἱ γίνονται ον .. |] για την συνέχεια και ὸ Χρ 1] 


για την παραγωγισιµότητα. 
2 1 1 
Πράγματι, µπιε 3 ων -ε σημ Ξ0- 0: ως γινόμενο απειροστής επί 
χ χ 


χ-»0 


1 


ο 1 
φραγµένη, όπως ομοίως και πιςο 3 ουν .. "μα Ξ0--- 6/9) και επομένως 
χ χ 


χ--»0 
οι { σ είναι συνεχείς το 0. 
Γιατις παραγώγους τους έχω: 
2 Ι 

, δω νι : 1 
Γα)- τε "ημ--, εα)- -τελ-ημ--. 
Χ χ χ χ 
Όμως, οσοδήποτε µικρή γειτονιά του 0, η σ(α) μηδενίζεται για άπειρες τιµές. 


ο... ὁ - Ι 
Αυτό φαίνεται αν θεωρήσω την ακολουθία α, Ξ------»θ. 
πη 


ς 1 ς 
Τότε Ὃ 0νηεΟ (αφού ημ-- -Ξημ2πηΞ0ΝΥεΟ καισε κάθε περιοχή 
χ 


του 0, βρίσκονται άπειροι όροιτης α, : σα, ) Ξ0. 


Τότε: 








α, --- να : 5 - 
Παῄ-- Ξ πι : ΞμπισεἍθ, 
χ»08 (αι) χο0 2. --- 1 κ.02 

ος χ "ημ-- 


. 1 
όταν ημ--Ξ0. 
χ 


2958 











1 1 
Όμως, το πηλίκο 4 τει Ἡ τοπ ο 5.1 -- δεν έχει όριο στο 
δω ο γεφ-- αγ σφ-- 
ο. χ 
Χρ 0, αφού αν θεωρήσω την ακολουθία κ, - -0, τότε 
2πη ---- 
χ  2πή. 1 
πα 1). πα 6 [μα κο] 
ᾖ--ὸ--οο ία, ) ᾖ--ὸ--οο 1.1 
; : ' 1 
Όμως αν θεωρήσωτην α, ------»0 και 
2πη {. 
2 
ι 3π 
- 2πη------ 
τη / 9. Ππι έ Ἵ μμ] δεν έχει νόημα, αφού η αγκύλη δεν 
Π-ὸοο ΙΧ. ᾖ--ὸ.μοο 1-1 


έχει νόηµα πραγματικού αριθμού. 
1 

Στο προηγούμενο παράδειγµα. απλοποιήσαµε τον παράγοντα ηµ--. χωρίς 
χ 


να λάβουμε υπ) όψιν µας, ότι υπάρχουν τιµές του χ. οσοδήποτε κοντά στο 0 
που τον µηδενίζουν, καταλήγοντας σελάθος. 
Το αντίστοιχο παράδειγµα, όταν αχ -Ὁ -οο είναι όταν ζητάμε να υπολογίσουμε 


το παρακάτω όριο: 


ο (συνχ -- 2ημχ) 





Ππ .. Είναι τής µορφής ω και δεν υπάρχει. Πράγματι, αν 
χ-ο ϐ (συνα -- ημχ) 0 





͵ ο βὲ τὰ 1 2εφχ 
διαιρέσω µε συνχ «0. τότε έχω πι ϱ μι, 
κ--δγορ ας εφα 
Αν θεωρήσω ΧΞΠΗ. τότε Χ,, -ὃ οσο και 
-μπ 1 Γ2εφήπ -πᾖ120 
ἥπη ο ντ σοος Πα ο. -0 
ᾖ--Ἴοο α-εφήπ που 1.0 


Αν όµως θεωρήσω α;, -2ηπ τς ---οο και 





Ξ Ἠπι ϱ ἕσ--. που δεν έχει νόημα, 


αφού έχω 0 σε παρανοµαστή. 
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5. Ὑπάρχει παράδειγµα ορίου της µορφής . στο οποίο ο κανόνας του 


1) Ηορρίία! αποτυγχάνει, αφού επάγει σε εφαρµογή του άπειρες φορές. 
πράγµα αδύνατο. Ἐν τούτοις, µε κατάλληλο μετασχηματισμό, µπορεί να 


υπολογισθεί εφαρμόζοντας τον κανόνα του Γ᾽ ἩΗορρίίαΙ πεπερασµένες 


φορές. 











1 
χ2 


α . 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Το παράδειγµα είναι το Ίπι .αςεὂὸὂ - πεὸ’. 


έ 
α-»0 χα. 


Η λεπτομερής διαπραγμάτευση του γίνεται στην παρακάτω εφαρµογή. 





6.Ὑπάρχει συνάρηση ᾖ{Γ:0-»ὀὂ και αεῶὂ., έτσι ώστε 


ο) Ξ0 νπ εὸ και τω µη σταθερές νηεὸ. 











1 


2 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ τη συνάρτηση /(α)-εχετν αἩ 0 που είναι 
0, κΞθ 


γνωστή και ὡς «συνάρτηση του (αγ). Γι’ αυτήν, ισχύουν τα ακόλουθα: 


1 Χχ 


τος: | 
/Ί)--τε γκο, 140) 5 Ππι- 





Θα δείξω ότι 


(4) 
; 1 ι , 1 
όπου ΑΒ. --| πολυώνυµο βαθμού 3Η ὠςπρος --. 
κ. Χ 


Η (1) για ηΞΙ ισχύει. 
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Ὑποθέτοντας, ότι ισχύει για ἠ, θα δείξω ότι ισχύει και για ΕΙ. Πράγματι: 


1 1 
π- Ξ { 1 πι κο 
ΑΚ) τ--πβαρ ὁ καλο] ἡ 
Χ Χ χ Χ 
1 1 


ο σνκβλκργ 
χ2 λα. χ 


Ἡ παράσταση εντός της αγκύλης, είναι άθροισμα πολυωνύμων βαθμών 342 





1 
και 3/3, δηλαδή τελικά πολυώνυµο βαθμού 2(Η1) ὠςπρος --. 
χ 


Θέτω 





Για αθ, έχω: 





Ῥι{ . 6 α΄ 1 -.. 
Π χ : 
1 "9(ϱ) πι Ξ 1πῃ Ελμει αρ δν 0 
χ-ὸ0 α--»0 Χ 
(Θέσαμε ρα] . Λωις). 
χΧ) αχ .. 
, 1 η . . 1 , 2 : 
Διότι, αν αι ἴσππ. Κάποιος όρος του πολυωνύμου ΑΒ] --|, τότε προκύπτει ότι 
αχ. .. 


1 


Γι ο -ς 
Ππιακ-ο ε 3 Ξθ,α-εςο. 
χ-»0 Χ 





Ἡ εύρεση αυτού του ορίου γίνεται µε εφαρμογή του κανόνα του 1, Ἠορρίία 


κατά µη τετριμµένο τρόπο, ὡς εξής: 


1 

α ο. 0 

Το πι------- είναι τῆς µορφής αἳ αλλά παρ᾽ όλα αυτά, δεν µπορεί να 
αχ-»0 να 

εφαρµοσθεί ο κανόνας του 1, Ἠοςρίία], αφού οδηγεί σε αλλεπάλληλες μορφές 


. επ᾽ άπειρον πράγµα που καθιστά αδύνατο τον υπολογισμό του. 


Καταφεύγουμµε στο εξής τέχνασμα: 








ο. 1 

. κ. 
μυ --- χά { κ, --ο 
Ἠπιαι, κ ΞἨπιας εν η . 
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. ς ὦ νά Ι : 
Έχω ου, όταν κ-»0’ και -οο, όταν χ-»0- θέτουµε ---νν. Τότεκ-»λθ", 
χ 


ν -» «οσο και 


κ κ-ὶ κ-2 
οο κν κ. 
πι α - - μτ]- πι α. το νο Ππι α ο θο- 











γ--γοο κ ο { οο μα κ 2γο” χω Ἱ 203 
κ--θ κ--4 
η αι -κ.κ--2)ν -- αι -κ.κ--2)ν 
χ--λἜοο ο μες χ--λοο ση τα 
(1) 


µε συνεχείς εφαρμογές του κανόνα του 1, ἨοςρίίαΙ, στον αριθμητή της (1). 

έπειτα από πεπερασμένο αριθµό βημάτων θα έχω 0 και στον παρανοµαστή 

παράσταση -0θ. Ἐπομένῶς, το όριο είναι το θ,.νκ εὸ. Αναλόγως, όταν 
. ο. 

χ-λ»θ0", γ-»-οο,και ἥπι νο Ξ- 


ν2 
γ-ὸ-οο 


Επομένως, τελικά, όταν αχ -»0 


χ2 





Πτα Ξ0. 


Χχ 


Έτσι, ξαναγυρνώντας στην υπολογισμό της παραγώγου συναρτήσεως, έχω: 


1 Η, 
δω -- Ρμω[) .6 χ2 . ΧὉτ 0 ) 
0, κΞθ 





7. Ὑπάρχει συνάρτηση {:0 -»06. η οποία έχει συνεχείς παραγώγους 


οιασδήποτε τάξεως σε σηµείο αΧῃ. αλλά δεν αναπτύσσεται κατά Τ4ΥΙΟΓ. 











1 


2 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι η συνάρτηση ΟαιοἩΆγ { {(α)-ἆσ εδ απ 01.για την 
0, κΞ0 


οποία όπως είδαµε πριν, ισχύει { (0) Ξ0, νη εὸ. οπότε αν θεωρήσουμε 
χρΞ 0. το ανάπτυγμα ταυτίζεται πάντα µε το υπόλοιπο ΤαγΙο:, δηλ. δεν 


υπάρχει ανάπτυγμα. 
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12.4 ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΠΑΡΑΔΕΙΜΑΤΩΝ ΚΟΙΛΩΝ 
ΚΑΙ ΚΥΡΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 


Ώ) πα] ΞαχἜβ,α,ιβεο. Δεν είναι ούτε κυρτή, ούτε κοίλη. 
2) { (3) -αχ΄ Γβκ-ΕΥγ,α:0θ. Για α»θ είναι κυρτή και για α-0 είναι κοίλη. 


3) ου αδ-- ῥΥ:0. μ-δ-(-δ]. 





(ϐ Αν αὃ -- ῥ) «0. τότε στο - --) η /{ κοίλη και στο [δια] κυρτή. 


(1) Αν αὃ -- Αγ 50. τότε στο - οο,-- :] η { κυρτή και στο - ο νκο) κοίλη. 
γ ή 


4) Γα)- ανα -ἰα-θ, αγ. Γιατις διάφορες τιµές του αἱ 
(ὐ. κ, πεὸ, Η(/)-- ὅ, είναι κυρτή παντού. 
(4) αὖπὶ, πεὸ--{1, Η(/Γ)- ὅ, στο {--ο0) κοίλη, στο (0,199) κυρτή. 
(πα, πεὸ’, Η(/)- ὅ”, στο [--«ο0) κυρτή, στο (0,99) κυρτή. 
(να ο, πεὸ’, Η(/)- ὅ”, στο [--ο0,0) κοίλη, στο (0,99) κυρτή. 
(ν) α”, αεδ-Ρρ, Η(/)- (01) (1ο). Οπότε: 
α) α«θ ή αΣ Ι είναι κυρτή. 
β) 0« ας 1 είναι κοίλη. 
5) [α)-α”, α»θ,α-], Η(/)--ὅ, είναι κυρτή παντού. 
ϐ) Γ{α)-]ορ,α, α»θ, αγ, Η(/)- δἳ 


)) Ανθ-«ας]1] είναι κυρτή. 


π) Αν α Σ είναι κοίλη. 


2. /{ία)-ημε. 


Στα (οκπ,2κπ ο π) κοίλη, (κ Ἔπ,2κπ 2) κυρτή. (κ ε ϱ) 
ϐ) Γ(α)--συνκ. 







































































Στα [2 ος να) κοίλη, ς ο ο 5) κυρτή. { ΕΛ) 


| 


9) 
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Στα -- κυρτή, --- κοίλη. « ) 
10) Γ(χ)Ξ ἆλιν 
Στα -- κυρτή, --- κοίλη. « ) 


11) Με τη χρήση της πρότασης, ότι: «Αν η { στο (αι) είναι κυρτή, τότεη -{ 
είναι κοίλη και αντιστρόφως». 
12)Αν η { στο(αβ) κυρτή, τότεη ι- « ) στο ίδιο διάστηµα θα είναι 


κυρτή και αντιστρόφως. 


19)Αν η { στο(αβ) κυρτή. τόεη ε- ο, ) στο ίδιο διάστηµα θα 
είναι: 
( , κυρτή και αντιστρόφως. 
(11) , κοίλη και αντιστρόφως. 


14) Οι άρτιες συναρτήσεις, δεξιά και αριστερά του άξονα νν έχουν το ίδιο 
είδος κυρτότητας. 

15) Οι περιττές συναρτήσεις, στα συμμετρικά ὡς προς την αρχή γραφήματα και 
στα αντίστοιχα διαστήµατα, έχουν διαφορετικό είδος κυρτότητας. 

16)Οι περιοδικές συναρτήσεις µε περίοδο ἨΤ, στα αντίστοιχα περιοδικά 
διαστήματα πλάτους Ἐ, διατηρούν την κυρτότητά τους. 

17) Αν οι /{, σ είναι δύο φορές παραγωγίσιµες και κυρτές και αν επί πλέον η { 
είναι γνησίως αύξουσα, η {06 είναι κυρτή. 

18) 18) Αν » () πολυώνυµο µε θετικούς συντελεστές και άρτιους εκθέτες, τότε 
η συνάρτηση είναι παντού κοίλη. 

19) Το πεπερασμένο κοίλων (κυρτών) συναρτήσεως σε διάστηµα (α,β) είναι 

κοίλη (κυρτή). 

20) Αν είναι θετικές µε κοινό σηµείο ελαχίστου, τότε το γινόμενο 


τοὺς είναι συνάρτηση κοίλη. 


12.5.ΠΑΡΑΛΕΙΜΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΜΕ ΣΗΜΕΙΑ ΚΑΜΠΗΣ 
) Η {με τω)- κ’ έχει σηµείο καμπής µόνο στην περίπτωση όπου το η 
είναι περιττός µε 


2) εα)- κ. Ἐχεισημεία καμπήςτα «. ο), 
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3) 


4) 


5) 


Γκ) Ξ 


Έχει σηµεία καμπής τα 


κ. Έχει σηµεία καμπήςτα « 


Έχει σηµεία καμπής τα 


0), 
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19.ΟΛΟΚΛΗΡΟΜΑ ΕΙΕΜΑΝΝ 


13.1. Η ολοκλήρωση κατά ΕΙΟΠΙΑΠΗ 





1. Να δοθεί παράδειγµα συναρτήσεως {, η οποία είναι ορισμένη σε κλειστό 


διάστηµα ία, /]. φραγµένη και µη ολοκληρώσιµη κατά ΕΙΕΠΙΑΠΗ. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ως ένα τέτοιο παράδειγµα μπορούμε να αναφέρουμε τον περιορισμό 
λ.χ στο [οι] της γνωστής συνάρτησης του ΓὨΙπιοΠ]αί: 


1. ακε[θ,ι]]ῶ 
143) π ς χ ο. 
Ορίζεται στο [0,1]. είναι προφανώς φραγµένη. Για οποιαδήποτε διαµέριση του [οι] 
οσοδήποτε λεπτή και σε κάθε υποδιάστηµα που δημιουργεί, θα υπάρχουν και ρητοί 
και άρρητοι (λόγω της πυκνότητας και τῶν ρητών και των αρρήτων στο 6). 
Άρα, Ν΄ διαµέριση Β- νο ΕΙ νκοςῃ -1 του [οι] θα έχω ΙΡ. Γ)--0 και 
ύ(Ρ,/)-- τή [19 -0- [ή{4)-1. Άραη /; δεν είναι ολοκληρώσιµη στο [θ,1. 





2. Να βρεθεί συνάρτηση /Γ:α,β]-26. µε /Γ(α)Σ0νκε]α,β], Γία) µη 


β 
μηδενική, για την οποία [/(4)--0. 











Γι 1, αε{θ!) 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρούμε την {: [ο,1] -»0 µε 1) . ψε»0θ 
θεωρώ διαµέριση Ρλεπτότητας μικρότερης από Ξ «Τότε ου (ρ, Ρα ) ες ο. - τε 


1 
Ι4Ρ. /) Ξ460 και υ(ρ, /)-- ΙΡ. ϱ) «ε, δηλ. Η Γείναι ολοκληρώσιµη µε [8 ε, 
0 





3. Είναι γνωστό. ότι «Αν {,.ς6: α, β] -»0ὂ είναι ολοκληρώσιμες και 
β β 
{(4)2 (αχ) νχε]α,β]. τότε [02/[ε(ἱ)». 


Να εξετασθεί αν ισχύει ανάλογη πρόταση διάταξης και για τις παραγώγους των 


Τ,ᾳ σε ένα διάστηµα α,β]. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Δεν ισχύει, όπως φαίνεται από τα πιο κάτω τρία παραδείγματα: 
Αν {[ία)-α ΓἩ και σία)-- κ΄ σα τότε Γ{α)2 σία) νχε μη (το 
ίσον ισχύει µόνο για τις ακραίες τιµές). Όμως, 
/ / 2 / 2 / 3 
ΓΑ) Ξ1 και ϱα)-- 3χ) και (κ) 1«λχ)-α() νχε αν 
| νὰ 
Δηλαδή, ον σεις ον ας (1) νχε ο. ε 


ο Για συναρτήσεις µε την ἴδια αναλυτική έκφραση όπως προηγουμένως αλλά 


ορισμένες στο ο... Φα )αεα τα ΕΙ Εις ο) σα”, 


μυ. .... ο 











ο Για τις {(α)- 5/61] και οία)-3/61] έχω {Γία)» σα) νκ ε[θ] και 
7{)-ο- σα) να ε[θ]. 

Από τα προηγούμενα τρία παραδείγµατα, καθίσταται φανερό, ότι δεν µπορεί να 

υπάρξει ανάλογη πρόταση διάταξης Ύια τις παραγώγους, όπως και στα 


ολοκληρώματα. 


306 


ω |] 





4. Ισχύει η πρόταση, ότι «Αν /:]α.β]-» ὃ ., ολοκληρώσιµη, τότε και η |/] 


ολοκληρώσιµη». 


Να αποδειχθεί ότι δεν ισχύει η αντίστροφη πρόταση. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η αντίστροφη πρόταση έχει την εξής διατύπώωση: «Αν {: α. β| -»ὂ 
και η | π- | ολοκληρώσιμµη, τότε και η /Γ θα είναι ολοκληρώσιµΏη». 


Για να αποδειχθεί η µη ισχύς τῆς, πρέπει κι αρκεί να παραθέσουµε ένα 


αντιπαράδειγµα. 


λ. κε ... ἲ 0). 


Πράγματι, αν θεωρήσω /:» ὅ µε /(α)- . χ εἷα, /] ὅ 


Τότε για κάθε διαµέριση του [α. ϱ]. λόγω της πυκνότητας και των ρητών και των 
αρρήτων στο ὅ ,θα έχω Πλ, Γ)--λΛ.:(β--α) και ΙΡ, )- -λ.(β--α). 
Δηλαδή, υ (Ρ, η ) . ΙΡ. Ἡ ). για κάθε διαµέριση του α, ῤ 1. 


Το {διο ισχύει και το ΙΠΠΗΠΙΙΠΙ και το 5ΙΡΙΟΠΙΗΠΙ των διαµερίσεων, δηλαδή 


β. β 
[ή (αλάς κε [ή(αε, δηλαδή η Γ δεν είναι ολοκληρώσιµη. Όμως 


μή(α)Ξ 1 νν εἶα,β] και | Παλ Ξ|λ|--(β--α) 


χε Ξα:α”')4χ-- β)- 4ο ο χ.ε- Ξ- ο [α4χ--αδ-- 4]-τ(ε κ«θνζε θ) 


χΞ αάχ--αβ-- 4 Ξ»(εκ ταυτότητας ίσα πολυώνυµα) 
1 
αά- ' ο μἰ” 
ας ι 
α 
ζ αχ 1 1 αχ { κ 
Επομένως [χε”ἀχ τι --ᾱ----- ΙΕ Ἔς µε άλλο τρόπο. 
σα α 
Ἡ κλάση των αορίστων ολοκληρωμάτων [χο µε αεδ᾽ είναι άπειρη 
(υπεραριθµήσιµη). Φυσικά κάθε ολοκλήρωμα της µορφής [Ρ(4)-6” ἄχ, όπου Ρ(α) 


πολυώνυµο υπολογίζεται µε τους δύο τρόπους που αναφέραμε. Βεβαίως υπάρχουν κι’ 


άλλες άπειρες κλάσεις που υπολογίζονται µε όχι μοναδική μέθοδο. 
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5. Επίσης ισχύει η πρόταση: «Αν η {Γ:[α,.β]-ὸ 0 είναι ολοκληρώσιµη, τότε 
και η /Γ- είναι ολοκληρώσιμη». Να εξετασθεί αν ισχύει η αντίστροφη 


πρόταση. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αντίστροφη πρόταση: «Αν /Γ:[α.β]-»6 και Γ΄; ολοκληρώσιµη, 
τότε και η { ολοκληρώσιμη». Δεν ισχύει και ὡς αντιπαράδειγµα µπορεί να 
παρατεθεί η συνάρτηση της προηγούμενης εφαρµογής: 


α ο μ χεα,β]ω ὅ 


- δεν είναι ολοκληρώσιμη. παρότι 
Ί χ εἷα, /]ιδ | ηρώσιµη ρ η 


{ζ()- {(: Ε(α) - Λ, νχε[α, β] είναι και { {2 - Λ(β--α). 





6. Είναι γνωστό ότι κάθε συνεχής συνάρτηση {Γ:[α.β]-»6 είναι 
ολοκληρώσιµη. (Ολοκλήρωση (α4Η6ΗΥ). Το ολοκλήρωμα ΕἰεπΙιΠΗ επεκτείνει 
την ολοκληρωσιμότητα και σε µη συνεχείς συναρτήσεις. Υπάρχει η πρόταση 
που αποδεικνύει την ολοκληρωσιμοτητα µιας {Γ:[α.β]-»ὃ όταν έχει ένα 
σηµείο ασυνέχειας στο [α,β]. 

Ὡς πόρισμα αυτής της πρότασης, αν θεωρήσουμε Κε ο σηµεία ασυνέχειας 
στο [α.ῤ]. τότε εφαρμόζοντας την ολοκληρωσιμότητα σε Κ κλειστά 
υποδιαστήµατα που περιέχουν ένα σηµείο ασυνέχειας και εκμεταλλευόμενοι το 
ότι το ολοκλήρωμα σε διάστηµα ισούται µε το άθροισμα των ολοκληρωμάτων 
στα υποδιαστήµατα., συμπεραίνουμε, ότι µια {[Γ:[α.ῇ]-»6 µε ἆ σηµεία 
ασυνέχειας στο [α. ϱ] είναι ολοκληρώσιµη. Η αµέσως επόµενη επέκταση είναι 
αν έχω άπειρα σηµεία ασυνέχειας στο [α. β]. Επειδή όµως υπάρχουν διάφορα 
είδη απείρου . η πλέον απλή περίπτωση απείρου είναι να έχω άπειρα μεν. αλλά 
αριθµήσιµα σηµεία ασυνέχειας στο [α,β]. Τότε. ίσως η { είναι ολοκληρώσιµη 
κατά ΕἰεπιαπΠ. (Συγκεκριµένα. χρειάζεται η ισχυρότερη συνθήκη της 
απόλυτης συνέχειας και της φραγµένης κύμανσης). 

Σε περίπτωση ύπαρξης άπειρων αλλά υπεραριθμήσιμων σημείων ασυνέχειας 


στο [α,β]. το κριτήριο ολοκληρωσιμότητας του ΕΙΕΠΙΑΠΗ. δίνει αρνητικό 








αποτέλεσµα. Ἐκεί,. την σκυτάλη της επέκτασης την παραλαμβάνει το 


308 


ολοκλήρωμα Τιεροδαμο, το οποίο µπορεί να αποφαίνεται και για τις 
περιπτώσεις όπου τα σηµεία ασυνέχειας στο [α.ῤ] είναι υπεραριθµήσιµα. 
Συγκεκριµένα, το λήμμα του Τεβοςαιμο λέει ότι µια συνάρτηση φραγμµένη 
[α./]-» ὃ είναι ολοκληρώσιµη., αν και µόνο αν το σύνολο τῶν σημείων 
ασυνέχειας της { στο [α. ῥ] έχει μέτρο 0. Μέτρο 0. έχουν όλα τα πεπερασμένα 
και όλα τα αριθµήσιμα σύνολα, αλλά και κάποια από τα υπεραριθµήσιµα., 
όπως το σύνολο του (απΠίοΓ. 

Έτσι: 

«Υπάρχει συνάρτηση {Γ:[α,.ῇ]-ὸ»0 µε άπειρα και αριθµήσιμα σηµεία 


ασυνέχειας στο [α,β]. η οποία είναι ολοκληρώσιμµη κατά ΕἰεπιαπΠ» 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω Γ:[0/1] -»[0,1] µε 


1 7η ; 
Γη) αν τε. ρητός µε (1.1) Ξ- 
0, αν χ άρρητος 


Έστω δεδομένο «20. Τότε υπάρχει ο μικρότερος ακέραιος Ν για τον οποίο να ισχύει 
1 2 
ει ο ; (1) (Διότι από αξίωμα Αρχιμήδη-Ευδόξου υπάρχει Ν Σ-- που ισοδυναμεί 
ε 
με την ()). 
Έστω Κ. ο αριθµός των ρητών που έχουν παρονομαστή μικρότερο από Ν. Ο 
η 
αριθµός αυτός Κ, είναι οπωσδήποτε πεπερασµένος, αφού μπορούμε να 
κατασκευάσουµε όλα τα κλάσματα --,.µεῄπι«π« Ν µεπεπερασµένα βήματα, όπως 
η 


φαίνεται παρακάτω: 


ο ο ο κο. ου 
ο κ κ 





Το ότι κάποια κλάσματα είναι ισοδύναμα µε άλλα δεν µας ενοχλεί, αφού πάλι τα 


λιγότερα θα είναι πεπερασμένα, έστω --όπως ορίσαµε-- Κ το πλήθος. Αν επιλέξω µια 


διαµέριση µε λεπτότητα |Ρ|« - τότε μπορούμε να εγκλείσουµε τα ἆ το πλήθος 


σηµεία του [0.1] σε υποδιάστηµα μήκους μικρότερου από ο 
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Δεδομένου ότι η { είναι φραγµένη απὀ το 1, η ολική συνεισφορά στην διαφορά 


ο. {)-- ΙΡ, {) από τα υποδιαστήµατα που περιέχουν αυτά τα ἄ σηµεία, δεν 


µπορεί να ξεπεράσει το : «Στα διαστήματα που δεν περιέχουν κανένα απ᾿ αυτά τα Κ 

ο ες ο ᾿ ; - ε 
σηµεία, είναι πι; Ξ0 και Μ,ς« . « ο. επομένως η ολική συνεισφορά στη διαφορά 
ο. {)-- ΙΡ, {) από αυτά τα υποδιαστήµατα είναι μικρότερη από - . 


Άρα, τελικά ῦ(Ρ,Π)-ΙΜΡ,ς δ Ξε, πράγμα που σηµαίνει ότι η { είναι 


ολοκληρώσιµή. 


13.2. Το ολοκλήρωμα ΒΙεπιαπη--οΜ1ε]έ]ες 





1.Ὑπάρχει συνάρτηση {. η οποία δεν είναι ΕἰεπΙιαΠΠ--δ4εΙί]ες ολοκληρώσιμη 


για καµµία αύξουσα συνάρτηση ϕ -Ο... 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρούμε ὡς { τη συνάρτηση του Ὠ]τιοΠἰεί ορισμένη σε Κλειστό 
διάστηµα [α. ϐ]., δηλαδή 


- . χε[α. /] και χ ρητός , 


0, αχ ε[α,β] και χ άρρητος 
Για κάθε διαµέριση Β του [α. β]., λόγω της πυκνότητας των ρητών και των αρρήτων 
στο [α,β] θα έχω Ι{7.Φ.9)Ξ-0 και Ο(ή,φ,β)Ξ1. Δηλαδή δεν ικανοποιείται το 
κριτήριο Δ--ίδ, εποµένωςη { δεν είναι ολοκληρώσιµη κατά Κ--. 

Να σημειώσουμε, ότι η { είναι ολοκληρώσιµη κατά Τειεδαιε Και το 


ολοκλήρωμα έχει τιµή 0, όπως προβλέπεται στη θεωρία Μέτρου. 
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13.3. Ολοκληρωσιμότητα και πράξεις συναρτήσεων 





1.Ώς γνωστόν, η σύνθεση συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση και 
η σύνθεση παραγωγισίµων συναρτήσεων, είναι επίσης παραγωγίσιµη 
συνάρτηση. 

Με κατάλληλο παράδειγµα να δείξετε, ότι η σύνθεση ολοκληρωσίμων., δεν 


είναι πάντοτε ολοκληρώσιµη συνάρτηση. 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ τη συνάρτηση {Γ:[01]--»[0.1] της προηγούμενης 
διαπραγμάτευσης, όπου δείξαµε ότι είναι ολοκληρώσιµη. 


1. αε(θ]] 


η οποία είναι ασυνεχής 
0, κΞ0 


Επίσης, θεωρώ την σ:[01]-.2»6. µε σ() . 


σε ένα µόνο σηµείο του [0.1] και σύμφωνα µε γνωστή πρόταση είναι ολοκληρώσιµή. 


Ἡ σύνθεση των {,5σ δίνει 


1, 0.1 
ο ο. .. 


0, αε[θλ 

η οποία όπως αποδείξαµε (εφ. παρόντος κεφαλαίου) δεν είναι ολοκληρώσιµη κατά 
Εἰεπιαπη. 

Αξίζει να σημειωθεί ότι όπως αποδεικνύεται στην Θεωρία Μέτρου, η συγκεκριμένη 
συνάρτηση (“χαρακτηριστική του ὅ ”) είναι ολοκληρώσιµη κατά Τ,εῦεδαιε µε τιµή 
ολοκληρώματος το ϐ. 

Επίσης αξίζει να υπομνηθεί, ότι ισχύει η πρόταση «Ολοκληρώσιµη σε σύνθεση µε 


συνεχή ολοκληρώσιμη, δίνει ολοκληρώσιµΏη». 





2.Ισχύει η πρόταση. ότι «Αν {,σ ολοκληρώσιμες, τότε και το γινόμενο της 
Το θα είναι ολοκληρώσιμη». Να αποδείξετε ότι δεν ισχύει η αντίστροφη 


πρόταση. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Πρέπει κι αρκεί, να βρω δύο συναρτήσεις {,σ των οποίων το 
γινόμενο να είναι ολοκληρώσιμη ενώ µία τουλάχιστον από τις {,σ να µην είναι 


ολοκληρώσιµη. Αν θεωρήσω {,σ:[01]--.»6 µε 
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1. α ρητός --ἶ,  α ρητός 
6) ᾿ .. σία)Ξ . 
1, α άρρητος 1, α άρρητος 


τότε οι {,5σ δεν είναι ολοκληρώσιµες (βλ. ανάλογη απόξειξη στην εφ. | του 
παρόντος κεφαλαίου.) όµως 


-ἶ,  α ρητός 


; | Ξ---ἶ νχε[θο,] 
-ἶ, α άρρητος 


0)” /.εα)- | 


η οποία προφανώς είναι ολοκληρώσιµη. 


13.4. Ολοκληρωσιμότητα και συνέχεια 





1.Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης Γ:[α,./]-»ὅ και Γτ[α,.ῤ]-»6. για τις 


οποίες να ισχύει: 
ο Ρ(1) - [Ε(0αϊ 


ο [ (κ) {(α). 











1 
0Ο, ασπ-- 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώτην {:[01]-»6 µε Γ(α)Ξ Ἵ 
Ἱ. ατ- 
2 


Αν Γ:[01]-»ὅ µε Ε()Ξ [ (θα τότε Ε(α)Ξ0. οπότεκαι Ε(4)Ξ0 νχε[ο]. 
0 


Έτσι, Γ (1) τε {(Α). 
Έχει σηµειῶθεί, ότιη {. δεν έχει καμία αρχική σ:σ()Ξ {(Α). διότι µε εφαρµογή 


του θεωρήματος του Ὠαῦτουχ, η ( (κ) θα πρέπει να έχει την ιδιότητα τῶν 
1 
ενδιαµέσων τιµών, άρα και η ίση της η Εία). όµως /1(0)Ξ0 ήσ]-ι, ενώ 


Δε[ομ /ῶ--. Άρα Ἄσ(α): σ(α)Ξ Γ(α). 


Στο {διο αποτέλεσµα καταλήξαµε και στο πρώτο παράδειγµα του παρόντος 
κεφαλαίου. 


Ανακεφαλαιώνοντας, υπενθυμµίζουµε την πρόταση που ισχύει: 


ο 


«Αν Γ:[α.β]-»0 συνεχής στο [α,β] και Ρ:[α.ῥ]-»ὸ µε Γ(α)Ξ [γθάι. τότε η 


ΕΜ’ υπάρχεικαι Γ΄ (α)Ξ {(α). νχ ε[α,β]. 





2. Ὡς γνωστόν, η συνέχεια µιας συνάρτησης {. είναι µια συνθήκη για την 
ύπαρξη αρχικής συνάρτησης της { (ή παράγουσαςτην {Γ). Να αποδειχθεί, ότι 


η συνθήκη αυτή είναι µεν ικανή. αλλά όχι αναγκαία. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Το ότι είναι ικανή, αποτελεί γνωστή πρόταση. 
Το ότι δεν είναι αναγκαία, θα το αποδείξουμε µε ένα αντιπαράδειγµα. Θα 


παραθέσουµε συνάρτηση {, µη συνεχή, και η οποία θα έχει αρχική συνάρτηση Α. 


1 
Θεωρώ την /:[61]-2ὅ µε {αμ 058, α.θι 
0, χΧ Ξ 0 
Η { δεν είναι συνεχής στο 0 (βλ. Β.δ.Ι.19.). Η /Γ όμως, έχει αρχική συνάρτηση την 


1 

2 

ΠΙ Ε()- ώ ο, ο. η οποία είναι συνεχής και σ(α)Ξ {(9), νχε[θ1], 
0, κΞθ 





3. Ὑπάρχει συνάρτηση Ε:[α.ῇ]--.ὸ. για την οποία ισχύει ότι η (κ) είναι 
παραγωγίσιµη µε Γ΄ (α) Ξ Γ(α), νχ ε[α,β] αλλά η Γ δεν είναι ολοκληρώσιμη 


στο [α,β]. 











Ι 

2 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω Ε(-ἐ μ.ο α.οι 
0, κΞθ 


2 
τος Πρ ο στο 
0, χθ 


Όμως, θεωρώντας την α, Ξ . έχω ότι κ, -»0 και α,θ Ννμεὸ, ενώ 


1 
Φ 2πή 





ή - | ---2ψ2πη -Ὁ--ο, πράγμα που σηµαίνει, ότιη { σεπεριοχή του μηδενός 
ν2πη 


δεν είναι φραγµένη. άρα η { δεν είναι ολοκληρώσιµη. 
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4. Να αποδειχθεί, ότι ο γνωστός τύπος Ε(α) - [{(ὰ) - σ(α)-- σ(α) «όπου ((α) 


µία αρχική της {Γ(α), δεν δίνει όλεςτις αρχικέςτης {. 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω {(4)Ξσυνχ. Τότε 
Ε() - [συνιάϊ -- ημχ--ημα. (1) 


Ἐπίσης µια αρχική της /(α)Ξσυνχ είναι και η σ(α)Ξημχ-Εἱ5, χεὂ αφού 
σ(α)ΞσυνχκΞ {(α). 


Όμως, η ζ(α) δεν µπορεί να προκύψει από τον τύπο (1). αφού |--ημα|«Ι, Να εθ. 
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14. ΜΗΚΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ - ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΦΡΑΙΜΕΝΗΣ 


| ΦΑ ΤΡΣ ΑΡ 





14.1. Μήκος συνάρτησης-φραγµένη κύμανση 





1. Να κατασκευασθεί συνάρτηση {:(0.11] -»[0.1] ώστε: 


ο Να έχει άπειρο μήκος 





ο Η απόδειξη της “απειρίας του μήκους” να είναι η στοιχειωδέστερη δυνατή. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θα κάνουμε την κατασκευή της { µε γεωμετρικό-εποπτικό τρόπο. 


Θεωρώ τα σηµεία 











1 : 
τπτ} αν Π περιττός 
Α, 12 ᾽ 
3 ; 
} |. αν Π άρτιος 
.. 


Σχηµατίζω τη συνάρτηση που έχει ως γραφική παράσταση την άπειρη τεθλασμένη 


γραµµή 4ἄι4, 4.4, Α..... Επίσης 





3 
(μι τρ πα 


23. 23 





Σ(1--0)3 51 νηεὸ. 


Ἐπομένως 


(44) Ε (449) Υ (4.4): ΣΙ ΕΤΕ. ΣΑ Αιμ) 5 ΣΙ --ἴοο. 
ΚΞἱ κΞΙ 


Ἐπομένως Σ΄ (4 μι) - Ίοο. 
{ΞΙ 


Γεωμετρικά, έχω µια εικόνα απὀ άπειρα ισοσκελή τρίγώνα που όλα έχουν ύψος επί τη 
βάση ίσο µε 1 και λόγω της ιδιότητας πλαγίας-καθέτου (4,4) 21. αφού στο νοητό 
ορθογώνιο τρίγωνο ύψος και πλευράς, η υποτείνουσα είναι μεγαλύτερη από την 
κάθετη. 


Ἡ αναλυτική έκφραση της {, µπορεί να προκύψει ὡς εξής: 
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3 
ιο 

ο» 
π 


τν 
{0054 2” Ἴκ-2. κε ο σαι ΙΞΘΟΙ,2..... 
0, ΧΞθ 


ως τε[ 3 στ] 








Ἡ { δεν είναι συνεχής στο 0, ούτε συνεχής επέκταση µπορεί να υπάρξει, αφού όπως 


έχουμε δείξει σε παρόμοιες εφαρμογές, δεν υπάρχει το όριο στο 0. µιας τέτοιας 





3 
συνάρτησης, αφού αν θεωρήσω την α; Ξ ε.α 0 τότε {(α͵)Ξ5]-»1. Ενώ αν 
2 π ἝἜ 


1 
θεωρήσω την ας; Ξ πα. 0, τότε /(α)-0-.20. 


00551 


κ 





. - : - : : 
052 ἩὉ 0052 Ώ1Π4 Π156 208 286 Π3ἱ2 Π3β84 Π418 04868 Π52 52 0824 Πε 228 78 Π832 Π884 838 Π93888 


-0.0ΞΞΤ 








2. Στο προηγούμενο παράδειγµα το “πλάτος” της ταλάντωσης ήταν σταθερά 
ίσο µε 1. Υπάρχει συνάρτηση {:[0.11] -ο [0,1] που να έχει άπειρο μήκος (να µη 
είναι δηλ. φραγµένης κύμανσης) αλλά το “πλάτος” της “ταλάντωσης” να είναι 


φθίνον και μάλιστα να τείνει στο 0: 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θα ορίσουµετην { ξανά µε γεωμετρικό τρόπο: Θεωρώ τα σηµεία 
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1 1 
στ) η περιττός 
4 ας 


'. 
0|, η άρτιος 
πΕἰ 





Δηλαδή αν Π περιττός, έχω τα σηµεία 4, στη διαγώνιο του τετραγώνου και αν 
πάρτιος, έχω τα 4, στην πλευρά του τετραγώνου που συμπίπτει µετον αχ’. Θεωρώ 
την καμπύλη που αποτελείται από τα ευθύγραµµα τμήματα 


Αρ.) 414.) 4.4.1)... 44... Επίσης ορίζω {(0)-0., οπότε ορίζεται η { 


πμ η 


στο [01]. Με τη χρήση της γνωστής µας Ευκλείδειας µετρικής, έχουµε ότι: 


1 1 1 
(40, 4) 2 ρα (41. 4) 2 ο. (40. 41) 2 4) 


τη. ” (Ας. 49) 5 ο 4(άς, 46) 5 ξ.- 


Γενικά έχω: 


1 1 
ο Αν / άρτιος, ΠΕΙ περιττός και α(α4,, 4) ---, (αι, 41) ὸ----' 
η --2 η 2 


σχέσεις που αποδεικνύονται εύκολα µε την Ευκλείδεια μετρική. 


Ἐπομένως, το μήκος της {Γ., (αν υπάρχει) θα πρέπει να είναι µεγαλύτερο από το 





άθροισμα 
τι τις ν. ὸ αι 1. μα 
τσ Έτ Ἔτι Ἔ-- Ἔτ Ἔτ Ἔ σι Ἕ στ Ἔ τς Ἕ τι τετ τι τε τς Ἔ τει 
2 2 4 4 6 6 ὃ δ 10 10 ο Ἅνι 


Το τελευταίο όµως απειροάθροισµα είναι η γνωστή µας αρμονική σειρά η οποία 
συγκλίνει στο --οο. Επομένως, η {Γ έχει άπειρο μήκος (ἠ-σωστότερα) δεν έχει μήκος 
(αφού το μήκος νοείται πεπερασμένο). Επίσης το “πλάτος” της δίνεται από τον τύπο 


1 
ο Ἂ-0. 
π-εἰΙ 


Τελικά, για να έχει μήκος µια συνάρτηση (γενικότερα καμπύλη) και να είναι 
ευθυγραμµίσιµη., δεν φθάνει η συνέχεια. Πρέπει η { να είναι φραγµένης κυµάνσεως 
(ή φραγµένης μεταβολής) σε διάστηµα [α. ῥ] ή όπως ισοδυνάµως αποδεικνύεται, η 
Τ να έχει συνεχή παράγωγο στο [α,β]. 

Για την απόδειξη της απειρίας του μήκους τῆς, η µόνη µη στοιχειώδης γνώση που 


χρησιµοποιήσαµε είναι η απόκλιση τῆς αρμονικής σειράς. 
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4ὗΥ 
0.521 


Π.434 


04881 


Π.442 


Π.4181 


0.33 


Π.3β41 


0.3381 


0.512 


02861 


0.261 


02341 


02081 


01821 


Π15ΕΊ 


0131 


π.1Π41 


ΠΤΒΤ 


Πη52 


Π.ΖΒΤ . 





κ 
ιν 





5 ι ι ι [ 
ο μ δι 0.025 . ο 225 25 Π25 Π3 325 Π39 Π35 ϐΌ4 Πά2 Π45 0475 Πδ 
. 


. 
00281 





Γπεβίεά μι 8 ἰἠἱ ψεισίοη οἱ Δάναπιοεα Πιβρίιει - Πρ: //ΑΜΛΑΝ. ΒΙΕΠίπη.οοπη/ ΒαιΔρηει/, 





3. Ὑπάρχει Γ:[0.1]-» ὃ που είναι: 
ο Συνεχής στο [0.1] 
ο Παραγωγίσιµη στο (0,1] 


ο Λεν είναι φραγµένης κύμανσης (και άρα δεν είναι ευθυγραμμίσιµη) στο [0.1]. 











1 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώτην / [01] µε /() πμ σε, 
0, χΞ-0 


Έχομε ήδη αποδείξει ότι η { είναι συνεχής παντού και παραγωγίσιµη µόνο στο 
(ο]. 
Βρίσκω θέσεις απόλυτων τοπικών ακροτάτων στο [0.1]: Γι αυτό θεωρώ την 


εξίσωση: 
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ο 1 κος ο», 
Χ Χ 





Επειδή κε(θ.) θεωρώ Κεὸ᾽ που είναι οι δεκτές λύσεις. Άρα κ- 


2 
ἠσεέττε) 


Βρίσκω θέσεις απολύτως ελαχίστων: 


(2 -ε ὑπ) 


2 


{ εὸ᾽ .Έτσι έχω Ξ 
(0 Όπ 











ων Ό κ ντ τρικ ϱ) και για το [0.1] έχω ἀ εὐ᾽. 
ὰς 2µπ 


Θεωρώ τη διαµέριση του [0,1] 


αν, τας ς - «κοκ: 





ππ (π- υπ 2π π 


Τότε 





-- 


ν(1.Ρ))- /ω - ήξ] 

















-- 





2 
ππ 





ο (3) 





Άρα αν Π --» “ορ τότε Υ(/)Ξ-ιοο. 


Ι 
. χημσ, κΧε (0,11 
η (ο) τ χ 


0, κΞ0θ 
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14.2. Απόλυτη συνέχεια 





1.Ὑπάρχει συνεχής συνάρτηση { :[0.1] που δεν είναι απόλυτα συνεχής. 





1 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω /:[01]-2ὅ µε (απ κε 
0, χΞ0 


Έχομε δείξει (Β.8.Ι.19.) ότι είναι συνεχής και από το προηγούμενο ότι (1) Ξοο. 
Αλλά από την θεωρία γνωρίζουμε, ότι αν µία συνάρτηση είναι απόλυτα συνεχής θα 
είναι και ομοιόμορφα συνεχής Και φραγµένης κύμανσης. 


Ἐπομένωςη { δεν είναι απόλυτα συνεχής. 
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15. ΑΟΡΙΣΤΟ ΟΔΟΚΛΗΡ(ΟΜΑ 


15.1. Γενικά 





1. Να αποδειχθεί ότι δεν έχει κάθε συνάρτηση { αρχική συνάρτηση Ε. 


1, 
0, 











χ20 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ὑπάρχειη { (8) ο | αυτή δεν έχει αρχική συνάρτηση. 
να 


Πράγματι, αν υποθέσουμε ότι υπάρχει µια αρχική της {. η Ε, ορισμένη σε κάποιο 
διάστηµα Δςὂὸ. τότε θα έπρεπε βάσει του ορισμού της αρχικής, ότι 
Κ{κ)-- Γαλ νκεΔ. 

Με εφαρµογή του Θ. Ώαϊδοικ. η ἔ θα πρέπει να έχει την ιδιότητα των ενδιαµέσων 
τιµών, άρα καιη ίση τηςη { 


Όμως η ᾖἵ δεν έχει τη δυνατότητα τῶν ενδιαµέσων τιμών, αφού π.χ. 
1 
τά (- 5)--0, Ἡ (ο) -ι και η τιµή π είναι ανάµεσα στο 0 και 1, ενώ δεν υπάρχει 


χεδ: Γ(α)- - 
ῤ 

Πρέπει να σχολιασθεί, ότι ενώ κάθε «στοιχειώδης συνάρτηση», έχει παράγωγο 
«στοιχειώδη συνάρτηση», εν τούτοις, Κάθε στοιχειώδης συνάρτηση δεν έχει 
στοιχειώδη αρχική συνάρτηση. 

Δηλαδή, το σύνολο Εἔ των στοιχειωδών συναρτήσεων ενώ είναι Κλειστό ὡς προς την 
πράξη τῆς παραγώγισης δεν είναι κλειστό ὡς προς την πράξη της ολοκλήρωσης. 

Ἡ µη κλειστότητα του συνόλου Ε τῶν στοιχειωδών συναρτήσεων ὡς προς την 


ολοκλήρωση, απεδείχθη κατά πρώτον µε αντιπαραδείγµατα απὀ τον /. Γ1ουν!]]ο το 


1953. 





ὁ : : ι 1 1 ο 
Για παράδειγµα, αποδεικνύεται, ότι οι αρχικές τῶν -. . δεν είναι 
ο ο ολ -ἃ τα 


στοιχειώδεις συναρτήσεις. 


Επίσης, το αόριστο ολοκλήρωμα Ε(α)- | [σο[ταη για µ-θ., δεν είναι 


στοιχειώδης συνάρτηση. 
Για µΞ0έχω την στοιχειώδη συνάρτηση τοξηµχ. Το Ε(α) λέγεται ελλειπτική 


συνάρτηση, η οποία για µ.Ξ--Ι, μελετήθηκε από τον (οπίε ἆἱ Εασηαπο κατά τα έτη 


32] 


1714-1750. Συστηµατική µελέτη των ελλειπτικών συναρτήσεων και των 
αντιστρόφῶν τους, έγινε τον 18’ και 10’ αιώνα από τους Ειίετ Τ,εσεπάτε, ΑΌεἰ., 
ἨΝεΙτςίταςς κ.ά., µε τη βοήθεια τῶν μιγαδικών αριθμών. 

Επίσης, µέσω της θεωρίας τῶν ελλειπτικών συναρτήσεων, κατέστη δυνατόν, 
στοιχειώδεις συναρτήσεις, όπως η συνάρτηση Ώμα., οἱ οποίες ορίζονται µε καθαρά 


Γεωμετρικό τρόπο, να ορισθούν µε αναλυτικά µέσα. 





2. Είναι γνωστή η ισχύς της θεμελιώδους προτάσεως: 

«Αν δύο συναρτήσεις Ει και Γ2 είναι αρχικές συναρτήσεις µιας συνάρτησης { 
ορισμένης σε διάστηµα 4. τότε διαφέρουν κατά σταθερά. Αντιστρόφως, αν Ε] 
µια αρχική της {σε διάστηµα ἀ. τότε οποιαδήποτε άλλη Ε} που ορίζεται στο 
διάστηµα 4 και διαφέρει κατά σταθερά από τον Ε], θα είναι κι αυτή µια αρχική 
της {0 

Να αποδείξετε, ότι η υπόθεση του διαστήματος 4. είναι ουσιώδης για την ισχύ 


της προτάσεως, δηλ. η πρόταση ὃεν είναι αληθής εν γένει σε ένωση 





διαστημάτων. 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν Ἅᾖ{/Γκ)]-2κ, τότε οι συναρτήσεις Ε{α)- κ; ᾖθα]ω [2.2]. 





2 
σ(κ)--α- 13, περα] ικανοποιούν τις ισότητες ἔ'{α)-- σ(α) -- Γ)--2ὰ 
ας ερ] 


νι ε[ο]ωῇ] όμως Ε{α)- ο(ι)- . νι | 


Δηλαδή δεν διαφέρουν κατά σταθερά συνάρτηση. 





3. Ὑπάρχει συνάρτηση /{(α).της οποίας υπάρχειη {Γ΄ (4), αλλά γνωστής ούσης 
της { (3) . δεν µπορεί να υπολογισθεί η {(α) µεολοκλήρωση της {(α). 














ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ τη συνάρτηση {{α)- ο. ... ἳ | 
» Χ -- 


Μπορούμε εὔὐκολα να αποδείξουμε, ότι 


3 1 1 
/α- πρ, χ»δ0 
0, κΞθ 


3822 


Λαμβάνονταςτο πι { () το βρίσκουμε να «ταλαντώνεται» απεριορίστως θετικά ή 
χο” 


αρνητικά πλησιάζοντας εναλλάξ -σο και -οο, δηλαδή η {’(α) δεν είναι φραγµένη. 
άρα µη ολοκληρώσιµη σε διάστηµα της µορφής [0,α |. 

Έτσι,η { (8) είναι µια αρχική της /΄(α). η οποία όµως, δεν µπορεί να προκύψει µε 
ολοκλήρωση της {(α). 





} 
στο θε  ἩΠ Έτ α εθβ α Έξ πα] α εθε πες τα α ἐπ 
ασε 
ο 
928 
θα 
5. 


Επθσιθα νωκι α τἰδ! νῶγοίαγι Ωἲ Αλαν Θειοςα τωργιοι - Εκεί ννννν. ΔΠΘ γπαση. ο ωσ ΞιαςΘρθιος 





15.2. Αόριστη Ολοκλήρωση. 








1. Το ολοκλήρωμα 1-3 ο. δεν µπορεί να υπολογισθεί µε παραγοντική 
- 


ολοκλήρωση. διότι οδηγεί στην αντίφαση 150. όπως φαίνεται παρακάτω: 





ο ο. - -- κ. ο-- ον [μάς Ξ] μή-- ο αχ] -- Ι. 
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ῶ- 
π 








Άρα, Γ-1ς[-»1--0() 


Ὑπάρχει κάποιο λάθος στα παραπάνω; 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Το λάθος στο παραπάνω είναι η παράληψη της σταθεράς 
ολοκλήρωσης. Στις περισσότερες περιπτώσεις, αυτή η παράληψη δεν δημιουργεί 
πρόβλημα, αλλά σπανίως (όπως εδώ) µπορεί να δημιουργήσει αντίφαση. 

Η τελική ισότητα θα ήταν [1-6 --Ι που δεν συνιστά αντίφαση. 

Να σηµειῶθεί., ότι δεν είναι το µόνο λάθος που µπορεί να προκύψει όταν δεν είµαστε 
προσεκτικοί στην παράθεση της σταθεράς ολοκλήρωσης. 

Στο παρακάτω παράδειγµα θα «αποδείξουμε», ότι η γνωστή θεμελιώδης 


τριγωνοµετρική ταυτότητα ημ΄χ «συν κ--Ι δεν... ισχύει]. 


1 
Έχουμε: [ημασυνχάκ Ξ σημα (1) 


1 
Αλλά και [ημασυνχάχ - -- ο 6ὺΝ ο (2). 


Με απλή παραγώγιση των δευτέρων µελών των (1) και (2) μπορούμε να κάνουμε 
επαλήθευση. 


1 1 

: , | --ημίακ----συν-χ- 

Έτσι απὀ (1) και (2) έχω 2 2 (ρ. 
ημ΄-χ συν χ Ξ0 


Το σωστό είναι οι (1) και (2) να γράφονται 


1 
[ηµασυνχ Ξ σημ αη σ 


1 
[ηµασυνχ Ξ σσῦν η: δα 


Με άλλα λόγια, το σύμβολο { Γ(αλάχ. όταν υπάρχει, δεν συμβολίζει µία συνάρτηση. 
αλλά ένα σύνολο συναρτήσεων που διαφέρουν κατά σταθερά (.. Συνεπώς όταν είναι 
γνωστή µία συγκεκριμένη Εω αρχική της { (9) γράφουμε: 

[ας -- Επ) 6, σεδὸ. 








2. Να εξετασθεί η αλήθεια η µη της παρακάτω προτάσεως: 


ε(α), κε[βιγ] 


«Αν η Γ)- ον χε (/,δΊ 


| είναι συνεχής. και σ(α). Π (4) είναι αρχικές των 
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σα), Πα) αντιστοίχως, τότε και η Ε(α)-- ο εδ είναι µία αρχική 
Πα), κείγ,δ 

της /(α)». 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Δεν ισχύει, όπως φαίνεται από το πιο κάτω αντιπαράδειγµα. 


είναι συνεχής και στο 0, αφού Ππι { (0-0 και 
χίηχ, αχ20 


Η 5] 


21. ας ν 


α-»θ. 
1 
ο πα . | 
Επι κ «ηχί- 0-{--οϱ)) -- πι ο... πι πι ἴπια -.θκαι 1(0).-ο0. 
αλ” α-»ο;. 3 η... 
Χ κ; 


Τελικά, η Γ(α) συνεχής νκεὂ. 


Μια αρχική της σα) Ξ 2χ είναι η σία) ΕΙ. 
Μια επίσης αρχική της (8) Ξ χίµχ είναι η Η(α) Ξ9 το δα οαί |. 


αρ]. χκςῦθ 


ώ σο)- αθαλΊνα--κλλ χ»δ0 


, δεν µπορεί να είναι αρχική της {., αφού δεν 
είναι συνεχής στο 0. 

Ως γνωστόν, η αρχική µια ολοκληρώσιµης (επομένως και συνεχούς) συναρτήσεως, 
είναι συνεχής. 


Για να ισχύει η πρόταση γενικά, θα πρέπει να θέσουμε 


ο. κκ 


ΡΩτ ο θο π-. χ50 


» ὀπου ϱ προσδιορίσιµη σταθερά, απαιτώντας η 


ΓΕ (8) να είναι συνεχής στο 0. 
Ε(θ)-1.6 
Ἠπι Κα) Ξ]ιεκς 


α-»θ 





2 
2 σι] 2 
.. 2ἱηχ--1 αχ {2-κχ 
πι Ρῇ)- αι οκα τς Ίαν ασ ες αι ὄτσις Πας ος. 
χο” χ-»θ 4 χ-»θ χ-»θ. ιδ χ-»θ -δ 
.. .- 


Ἐπομένως, πρέπει {ε]ἷ-θή ζ{--ι. 


οθλν' 





αχ, χκςῦθ 


άθε άλλη ϐ 
αθολππα --αἲλ χὸ0 ον 


Άρα µία αρχική της { (8) είναι η (8) . 


είναι της µορφής {ω(α)- Ε(α)γλ,λεδ. 








3. «Ὑπάρχουν άπειρα παραδείγµατα αορίστων ολοκληρωμάτων., τα οποία 
υπολογίζονται µε παραπάνω από µία μέθοδο υπολογισμού». 


Μπορεί να αποδειχθεί ο παραπάνω ισχυρισμός: 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Πρέπει κι αρκεί να βρούμε µια άπειρη κλάση συναρτήσεως των 
οποίων το αόριστο ολοκλήρωμα να υπολογίζεται µε τουλάχιστον δύο τρόπους. 


Θεωρώτο [χο απ. ία εὂ 9 το οποίο υπολογίζεται ὡς εξής: 


[αο”ἄκ -- αμίον ] ἄχ-- σδον ο [ε--όν)- ... --- ] άν -- 


Ο. τρόπος µε τον οποίο υπολογίσαμε το ολοκλήρωμα ήταν η παραγοντική 
ολοκλήρωση. Μπορεί να προσδιορισθεί και µε την «μέθοδο των προσδιοριστέων 
συντελεστών», ὡς ακολούθως: 
Παρατηρούμε, την µορφή του ευρεθέντος ολοκληρώματος και εικάζουµε ότι πάντα 
αυτό ισχύει. 
Δηλ. λαμβάνουμε πολυώνυμµο, επίτο σ''.. Άρα θέτω [χε” ἄχ-- ε (4χγβ)-σ. 
Με παραγώγιση και τῶν δύο µελών έχω: 
χο -α. ο «(Αχ Β) 4.6 χ.ο -- ο «[αάχ--αΒ-- 4-5 κ" -θύκε ὅ) 

χΧΞαβχ--αβ-- 4Ξ» (εκ ταυτότητος ίσα πολυώνυµα) 

. Ξ1 | 43 . 

«» 
αβγά-θ Ἀ-- ..Ι 


α 
ζ αχ 1 1 αχ μ κ 
Επομένως, [χε χι --ᾱ----- ο” ες µε άλλο τρόπο. 
σα α 


Η κλάση των αορίστων ολοκληρωμάτων [κος µε αεῦὂ είναι άπειρη 


(υπεραριθµήσιµη). Φυσικά κάθε ολοκλήρωμα της µορφής [ Ρίκα). ο” ἄχ, όπου Ρα) 
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πολυώνυµο υπολογίζεται µε τους δύο τρόπους που αναφέραμε . Βεβαίως υπάρχουν 


κι άλλες άπειρες κλάσεις που υπολογίζονται µε όχι μοναδική μέθοδο. 
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16. ΟΡΙΣΜΕΝΟ ΟΛΔΛΟΚΛΗΡΟΩΜΑ 


1. Όταν υπολογίζουμε ορισμένα ολοκληρώματα συνεχών συναρτήσεων. 





χρησιμοποιούμε συνήθως τον τύπο των Νοενίομ-! εἴρηϊ7: 


[1(9α - Ε(α)-- Ε(α), όπου η / συνεχής και ΓΕ: Ε(α) - Γ(8) σε διάστηµα 


[α,β]. 
Επιπλέον. πρέπει η Ε: να είναι συνεχής. παντού στο [α. β]. 
Ἠ συνθήκη η τελευταία είναι απολύτως αναγκαία. Αυτό µπορεί να αποδειχθεί 


µε παραδείγματα; 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


/ 


1 χ. 1 
α) Ισχύει | --τοξε Ξ . απ. 
.. 5 ἔοφ στ] 1 κ” 








Τότε [ τν ε έ 
ντος κ) 2 ν 








ὃν 
. 


ρε ο. βγαίνει δηλαδή το παράδοζο αποτέλεσµα 


αρνητικού ορισμένου ολοκληρώματος, µιας συνάρτησης παντού θετικής στο 
διάστηµα ολοκλήρωσης. Το λάθος βεβαίως είναι ότι η συνάρτηση 


2χ 
2 


δεν ορίζεται για κΞ1 ε[θ, 92] .Ἡ σωστή λύση είναι η εξής: 





1 
Γ(α)ξ--τοξε 
(α) ᾽ η 


'α ν 
[ αν -τοξεφχ -- | -«τοξεφν --τοξεφθ ----.. 
ανν πρ 9 








β) Ένα απλούστερο παράδειγµα: Έστω {:[0.1]-.»6 µε /{(4)Ξ1 και Ε:[0.]- ὃ µε 


1. κΞθ0 
Γ(α)ξάα, αχε(θ])Ε., τότε, προφανώς Ε΄ (4) Ξ {() νχε(οὮ), Ε(1)-- Ε(0θ)Ξ 
0, αΞί 


1 
-ἶ-ᾖ/{(α)ώς-]. Αυτό βέβαια οφείλεται στο ότι η Ε δεν είναι συνεχής για 
0 


ΧΞϱθ καιγια κΞ]1. 
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Απ 4 
γ) Άλλο χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι το --  - Ἡ ολοκληρωτέα 
ϱ 4 -«συνχ 


συνάρτηση είναι παντού θετική. αφού 4--συνχ 23 νχ ε0. Αν αντικαταστήσω το 





χ θέτοντας 

χ 

εφ-Ξξω 1 

πο (0) 
τότε 

χ 
ερ -- 2 
1-- 
συνχ -- τε (0) 
κεφ” πω 


Διαφορίζοντας την (1) έχω: 


Χ 
α το] αω-» 
[ες] ς 














1 1 
«σαχ Ξ ἄω (από τον τύπο του αποτετραγωνισμού του συνημιτόνου) 
συν; 
2 
2 1 
σαχ αω 2 
α-συνχ 2 ( ) 
ον -Ξωτ» 
]-ω 
ΙΕ 5 
το 
2 
αχΞ κα : 
το 


Έτσι, το αρχικό ορισμένο ολοκλήρωμα, γίνεται: 


για κΞ0. λόγω (1) έχω ερ -0, 


για κΞ απ, λόγω (1) έχω ωεφρ-θ. 





; π  ἆἄκ 0 1 9 
Άρα, { Ξἡ - -ίω-θ (). 
0 4-- συνχ οι] ὦ 1 Κω 





14, 


Δηλαδή, το ορισμένο ολοκλήρωμα παντού θετικής συνάρτησης, είναι μηδέν! 
Φυσικά το λάθος προεκλίθη, στην αντικατάσταση, αφού η συνάρτηση εφ δεν 


είναι παραγωγίσιµη στο [0,4π]. 
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2. Στο προηγούμενο. δείξαµε το ουσιώδες της συνθήκης η { να είναι συνεχής, 
ώστε να υπάρχει το ορισμένο ολοκλήρωμα. 

Να δείξετε µε ένα παράδειγµα. ότι όταν η { είναι ολοκληρώσιμη. χωρίς να 
είναι συνεχής, και έχει αρχική, τότε είναι δυνατόν να υπολογισθεί το 


ολοκλήρωμα. 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θα δείξουµε αυτή τη δυνατότητα µε ένα γνωστό παράδειγµα. Έστω 


2/π 


ότι ζητείται ο υπολογισµόςτου [ [ία μ. -συν Αν. 
ἂ χ 
.- 1 1 | η . . 
Εδώ έχουµε {(α)Ξ 2χηµ-- -συν--, α:θ. Η {(α) είναι συνεχής νχεο λ{0}. Τότε 
χ χ 


1 
-συν--,. α:θ 
Χ 


επεκτείνω την Γ. ώστε να ορίζεται στο 0 . δα. μ .. 


0, κΞθ 


επέκταση που κάναμε, εξακολουθεί να είναι ασυνεχής συνάρτηση. Μάλιστα, όπως 
έχουµε ήδη διαπραγματευθεί (Β.δ.Ι1.19) ό,τι τιµή και να ορίσουµε αντί για 0, δεν 


µπορεί να είναι συνεχής. Δηλαδή, η { δεν έχει συνεχή επέκταση στο ὃ. Όμως η 

3 ς : 2 : 2 - ; 

Τ(α) είναι συνεχής στο | 0,-- | και ολοκληρώσιµη στο | 0,--] αφού η ασυνέχεια σε 
π π 


ένα σηµείο δεν επηρεάζει την ολοκληρωσιμότητα. 


3 
Παρατηρώ, ότιη Ε:Ε(α)-ὃ δν πς ο Ξ) ..Αυτή όπως έχουµε δείξει είναι 
0, κΞθ 


συνεχής σε ολόκληρο το ᾳ : και επίσης ἔ (18) Ξ {). χε ᾳ Ξ] 
π π 





2/π 
Έτσι, [2η συν”, τα: | Ρο”. 
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νο ο το) ολλ ΡΟΗ ΦΟΝ ΦΟΡ εΙ 


17.1. ΟΡΙΣΜΟΣ-ΣΥΙΓΚΛΙΣΗ ΚΑΙ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΙΜΟΤΗΤΑ 





1. Να παρατεθούν κάποιες βασικές χρήσεις της έννοια της οµοιόµορφης 


σύγκλισης ακολουθίας συναρτήσεων . στον Απειροστικό Λογισμό . ώστε να 








δικαιολογηθεί η αναγκαιότητα ορισμού της. 





ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η ομοιόμορφη σύγκλιση, δίνει ικανές συνθήκες για απάντηση σε 
ερωτήµατα που έχουν σχέση µε τη δυνατότητα αντιµετάθεσης του συμβόλου του 
ορίου µε τα σύμβολα της διαφόρισης της ολοκλήρωσης και του ιδίου του ορίου. 
Δηλαδή: 


Όταν Επι μία) Ξ {(α). εάν και πὀτε είναι αληθείς σχέσεις όπως οι παρακάτω: 
η οο 


ο Ιπ [(α)- Ππι πι Γμ(α)- Επι Επι {) ϐ) 
χ-δὰρ χ-»αρ -ὸ»γοο 11--»-Γοο χ- δρ 


ο 
[θά {πα {,ο)τ πι [1,0αἱ ϱ 


Επίσης, επειδή κάθε σειρά είναι και ακολουθία, ανάλογα ερωτήματα έχουµε και για 


την ομοιόμορφη σύγκλιση σειρών. 





2. Ὑπάρχει ακολουθία συνεχών συναρτήσεων που συγκλίνει σε συνεχή 


συνάρτηση και ακολουθία συνεχών συναρτήσεων που συγκλίνει σε ασυνεχή 














συνάρτηση. 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
. συνηχ σα. ; 2 : ; 
() Έστω {(α)- .πεο. Έχω δηλαδή µια ακολουθία συνεχών συναρτήσεων. 
Ἰ 


Τότε, σχεὂ ᾖ{(α)-»0 (φραγµένη επί μηδενική συγκλίνει στο 0) και η 


190. νχ εὂ είναι συνεχής. 


33] 























(1) Έστω σ,(α)Ξ κ”. πεὸ,που έχουν κοινό πεδίο ορισμού το [0.1]. Τότε: 
ο ΑνχΞΙ, σ/(19) 51” -οΙ 


ο Ανλχε[θ]], σ,(α)Ξκχ” -»0 


0, αε[θ,ῖ) 


Δηλαδή ς, () σα) - 
. αι 


| η οποία είναι προφανώς ασυνεχἠς 


στο 1. 











Η ακολουθία {,(α)ξα” για πΞΙ,2.3.....390 στο [0.11 





Η ποιοτική διαφορά ανάµεσα στις δύο ακολουθίες συναρτήσεων, είναι ότι η {, 
συγκλίνει ομοιόμορφα στην {, ενώ η 6, συγκλίνει απλά (κατά σηµείο) στην 6. 


Δηλαδή, εάν εφαρμόσουμε τον γνωστό ορισμό της σύγκλισης ακολουθιών κατά 
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σηµείο, στην µεν πρώτη περίπτωση της {, Νε»Σθ το πῃ που απαιτεί ο συνήθης 
ορισμός εξαρτάται απὀ το ε, δηλαδή πρζπρίε). ενώ στην δεύτερη περίπτωση 
πρ πρ(ε,α) πράγµα που συνιστά και την ποιοτική διαφορά μεταξύ απλής (ή κατά 
σηµείο) σύγκλισης και ομοιόμορφης σύγκλισης. 

Ἡ ποιοτική αυτή διαφορά γίνεται σαφέστερη και ορατή µε τη γεωμετρική ερμηνεία 


τῶν δύο ορισμών που φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. 








νΞ[ά)-ε ΥΞΓ)γε. 











3 . Υπάρχει: 
() Ακολουθία συναρτήσεων που συγκλίνει ομοιόμορφα σε συνεχή συνάρτηση 
(1) Ακολουθία συναρτήσεων που συγκλίνει όχι ομοιόμορφα σε συνεχή 


συνάρτηση. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


1 ὃ” 
η εΕ 
2 2 2 2 
Ππ Ἔκχ 





() Θεωρώ την ακολουθία των συνεχών συναρτήσεων {/(4)Ξ 
χε. Θα δείξω ότι συγκλίνει ομοιόμορφα στην /(4)-0, νχεθ. Αν 


ήν) θ κε» 








«ε (1) 








2 2 
ια 





Όμως «εΞῃηΣ-- (θ) 


νε ος 


Γ1,(1)-θ]«ε και η σύγκλιση είναι ομοιόμορφη, αφού το πῃ εξαρτάται µόνο 


1 
Οπότε πνεΣθ., αν επιέγω πρ πῃίθ)Ξ ει Ἑἶ τότε νησι -ὃὸ 


από το ε και όχι απὀ το κ. 
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1 


Ἡ γραφική παράσταση των ᾖ{(α)Ξ 





πι λα κι ἡ 
Π Ἔκ 





Ένα ἆλλο παράδειγµα ακολουθίας συνεχών συναρτήσεων που συγκλίνει 











ομοιομόρφως σε συνεχή . είναι η Ἠ, 110,1» με 





ΠΧ 





1ισ)- 


. ΠΞΙ.2.3....Π,...Γι αυτήν έχουµε : 
πχ 


Ππι {ία ξα., φαει ραὑδ- -θἈρά Τω-σῶ-α. 
Π--ὸοο 7 


Ἐποπτικά η σύγκλιση αυτή φαίνεται στο παρακάτω σχήμα , όπου έχουν σχεδιασθεί οι 

















300 πρώτοι όροι της ακολουθίας , δηλ. Γι 1[0Π-»ξ. µε 
{ώς ον ηΞρ2.... 300. 
η ΕΧ 
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(1). Αν θεωρήσω την {,(α)Ξ ο . ΧΕΟ. τότε αυτή συγκλίνει στην {(4)0, κεθ, 
η 


αλλά όχι ομοιόμορφα, όπως θα δείξουμε: Για συγκεκριµένο χεθὂ και ε260,. 


αχ] 


εκλέγουµε Ἅπρ σημ (που εξαρτάται Και απὀ το ε Και απὀ το α). Τότε 
ε 


Χχ 
ο 
Π 





ν ν µ χ : ν 
«ε πράγμα που σηµαίνει ότι η {ι(α)----»0 κατά σηµείο, 
η 


δηλαδή η σύγκλιση δεν είναι ομοιόμορφη. 
Παραστατικότερα, αυτό φαίνεται µε την εξής θεώρηση: Αν ήταν η σύγκλιση 


ομοιόμορφη, τότε π.χ. για εΞ]1. θα έπρεπε να υπάρχει ρζ πρ(!) εὸ: νη Σπρ 


Χ 


και νχ ε6, να ισχύει Γ-|«εΞξΙ. Αλλά π.χ. για ΊΞῃ και Ψχε0, θα πρέπει να 








η 


Χχ 


ισχύει «Ι1«σ]χ πρ]. κ εὂ πράγμα άτοπο, αφού το δεν είναι φραγμένο! 








0 
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χ 
Η γραφική παράσταση των [,(α)-- για ΠΞΙ.2.3....30 Γεωμετρικά αυτό σηµαίνει ότι και η 
Ἰ 


πιο µικρή κλίση. µιας ευθείας, την «βγάζει έξω» και από την πιο µικρή λωρίδα εκατέρωθεν του 
χχ’ 








4. Το κριτήριο οµοιόµορφης σύγκλισης του ΡἱΠ! λέει ότι 











«Αν ᾖ{Γ. {τ[α.β|-»δ συνεχείς συναρτήσεις για ΠΞΙ.2,3.... ώστε 


Ἰμμίωος {() νχε[α,β] και ΠΞ1.2.3.4....Και πι {, 0) Ξ- [(α)χια χε[α,.β]. 





τότε {-»/{» 
Να αποδειχθεί ότι η υπύθεση της σύγκλισης σε κλειστό διάστηµα και 


φραγμένο (δηλ. συμπαγές) είναι ουσιαστική για να ισχύει το συμπέρασμα. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν θεωρήσουμε την ακολουθία ρω, πεὸ στο διάστηµα 
Ἰ 


[0,1-οο) αυτή είναι: 


ο Φθίνουσα, αφού {,ιι(α) η ε... ο). νχ Εε[0,οο) 
Π -Γ π 


ο» {[(α)-»0- 4{(α). νκε[θ,οο) συνεχής. 
Αλλά: Δεν συγκλίνει ομοιόμορφα στο [0,-οο) όπως έχουμε δείξει στο (11) της 
προηγούμενης εφαρµογής για το ὃ και όπου η απόδειξη για το [0,-:οϱ) είναι εντελώς 


παρόμοια. 
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Ένα άλλο παράδειγµα ακολουθίας είναι το εξής: 














{10 -σΈμε/[(α)-α”. µε ΠπΞΙ,2.ὰ..., α «απ Ψχε[θῖ) και αυτή 
συγκλίνει κατά σηµείο στην {χ)Ξ0 , αλλά όχι ομοιόμορφα , διότι το πεδίο ορισμού 


των {η το [0,1) δεν είναι Κλειστό και φραγµένο.. 





5. Στην κατά σηµείο σύγκλιση ακολουθιών. µπορεί να αποδειχθεί η πρόταση. 
ότι «Αν {-»/{ και, δρ τύτεη {9ς,-[οςφ στο Ι, όπου Ι το κοινό 


πεδίο ορισμού τῶν συναρτήσεων». 


Να εξετασθεί αν ισχύει η ίδια πρόταση και για την ομοιόμορφη σύγκλιση. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θα παραθέσουµε αντιπαράδειγµα, δύο συγκλινουσών ομοιόμορφα 


ακολουθιών, τῶν οποίων το γινόμενο, δεν συγκλίνει ομοιόμορφα. 





Έστω η σταθερή ακολουθία {/(4)Ξ η οποία συγκλίνει ομοιόμορφα στην 


ροκ 
1 
τος 





Τ()Ξ στο /Ξ[01). Ο ορισμός της οµοιόµορφης σύγκλισης εκπληρούται 


προφανώς, αφού | {,(α)-- {9Η 1θ0θ«ε πε»θ και νη εὸ. 

Έστω επίσης η ακολουθία 6, (α) (1 --ε λα”. 

Αυτή συγκλίνει επίσης ομοιόμορφα στην συνάρτηση ο()Ξ0., νχε[θ). Η 
απόδειξη µπορεί να γίνει µε απλή εφαρµογή του κριτηρίου του Ὠιπί δεδομένου ότι 
σ,µία)ςσ,(α). Ψχε[θ,) είναι συνεχείς, η {Γ(α)Ξ0 συνεχής στο [01) και 
6,(α) -»0. Άρα η σύγκλιση είναι ομοιόμορφη. 

Το γινόμενο {,(α):6,(α) Ξ αχ” συγκλίνει στην {(α): σ(α)Ξ0., στο [0,Ι). 

Η σύγκλιση όµως αυτή δεν είναι ομοιόμορφη, διότι αν ήταν, θα έπρεπε σύμφωνα µε 


γνωστό κριτήριο να ισχύει Ππι [5εαρ| {,()- {Γ09)ῃ-0. 
π--»-Ἔοο 


Όμως Ππι[δαρ/α” -Οθ/]Ξξ πι 151. 
Π--ὸ-γοο 11--»-Γοο 


χεί 
Για να ισχύει η ομοιόμορφη σύγκλιση και για το γινόμενο των ομοιόμορφα 
συγκλινουσών συναρτήσεων, θα πρέπει να ισχύει µια επιπλέον συνθήκη. δηλ. οι 


Ἰ() και 6, (κ) να είναι ομοιόμορφα φραγμένες συναρτήσεις, πράγμα που σηµαίνει, 


ὀόιΜ20: 0 «Μ. νηςεὸ, νχεῇ. 
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Η γραφική παράσταση των [(α)ξα” --α”) για Πς1.2.3....30 στο ξ.. Ο περιορισμός τους στο 


[0,1) δίνει ακολουθία ομοιόμορφα συγκλινουσών συναρτήσεων. 








6. Να δειχθεί, ότι είναι δυνατόν ακολουθία ασυνεχών συναρτήσεων, να 


συγκλίνει ομοιόμορφα σε συνεχή συνάρτηση. 











0, αε[θ]] 1 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω {,(α)- μ τε(Ι2/᾽ ο. και ο ο 
9 ο χο» χὸ 
π] 


Επομένως οι συναρτήσεις {,(α) είναι ασυνεχεί νπεὸ. Ἡ ακολουθία {(α) 


συγκλίνει κατά σηµείο στην μηδενική συνάρτηση στο (12). 


όε Ίεαο- πώς, σεὸ πχε[θο]. ἍὮἙφ «ὁσον 
7 {] 


πρι {(α)- {κ τν -»6 η ακολουθία (1) συγκλίνει ομοιόμορφα στην μηδενική 
η 


συνάρτηση. 





7. Να δείξετε, ότι η ομοιόμορφη σύγκλιση σε διάστηµα (-α.α). παε οι δεν 


σηµαίνει ομοιόμορφη σύγκλιση στο (--99,-οο). 
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2Χ-ΚΠ µ 
Χ ΕΠ 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρούμε την ακολουθία {(α)Ξ 





13. ΣΙ. στο (-α.α), 
η 


να»0. 
Θα δείξουμε ότι η σύγκλιση είναι ομοιόμορφη 


« ὦ. «ε, νλάνντ]. 
η--α ε 


πω... 











χ 
χ Γη 
Το ΠΞξ πρ(ε,α) δεν εξαρτάται από το συγκεκριµένο κάθε φορά χε(-α.α). 


Ί 
2χ ΕΠ τν. 
Όμως Ππι [1 Ξ- Ππι Ξ Ππι αχ 

χ--λ»Γοο χ-δγοο χ-- χ-ὃ»Γουο 








-2 (0) 
τς 
χ 
και Ππι Γ(00 51-52. 
χ-»Γοο 
Άρα η σύγκλιση δεν µπορεί να είναι ομοιόμορφη, αφού π.χ. σε µια λωρίδα πλάτους | 
1 
(για εΞ ο. εκατέρωθεν της {(4)ΞΙ., δεν βρίσκονται τελικά άπειρες καμπύλες 
”,(α), αφού νη εὸὺ, οι {,(α) για επαρκώς µεγάλο ακαικχ (: 5 Μ)} οι τιµές της 


ια) λόγω (1) βρίσκονται όσο θέλουμε Κοντά στο 2, άρα εκτός της λωρίδας 
.. 
ο. 


δ. Να κατασκευαστεί παράδειγµα ακολουθίας συναρτήσεων {,(α)/ 6 που είναι 





παραγωγίσιµες ση εὸ επίσης {, -» Γ. αλλά η /να µην είναι παραγωγίσιµη. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η λογική κατασκευής του παραδείγματος είναι να επιλέξουμε µία 
απλή και µη παραγωγίσιµη συνάρτηση (π.χ. την {(4)Ξα|) και να επιχειρήσουµε να 
την προσεγγίσουμε µε µια ακολουθία ομοιόμορφα συγκλινουσών συναρτήσεων. 


Οι ακολουθίες {;, έχουν την ίδια αναλυτική έκφραση µε την /(α)5Ξ]α| εκτός του 
τι .-- | 
διαστήματος | ----,-Ἱ πεΟ ενώ εντός η γωνία µε κορυφή το 0, λειαίνεται 

π Π 


εξομαλύνεται µε παρεμβολή-προσάρτηση της τετραγωνικής καμπύλης γ-ακχ- «β. 


ὁ ς . : ; Ι . 
φροντίζοντας να υπάρχει συνέχεια στα άκρα για τις τιµές κΞξ-Ἔ--, και να είναι 
η 
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παραγωγίσιµη για τις ίδιες τιµές, δηλαδή η συνάρτηση γ’Ξ 2αχ να παίρνειτις τιµές -- 


1 1 ᾿ : . : ; ; 
1 και | για ---- και -- αντιστοίχῶς. Με επίλυση ενός απλού συστήµατος δύο 
η η 
εξισώσεων µε 2 άγνωστους, βρίσκουµετα α, ῥ συναρτήσει του η και έτσι έχουµε την 
ακολουθία ᾖ{/(α) για την οποία γνωρίζουμε εποπτικά ότι πλησιάζει την /{(α)ξ]α]| 


οσοδήποτε κοντά νε20. Έτσι ορίζο: 
































0, αν χε -- 
Π 
γω... Ἱ Γι Ἱ : 
χ) τα ξαι- κ Γ---- . Χε]---.-- 
για . ” ιχ| μη 
ο 
0, αν χΕε| --,Ἴνσο 
Π 
2 π 2. 1 π 1 1 1 
Οπότε χ)- ασ |--α7 «Ίγ-.---- το, 
κ ϱ) | | 2 2η] 12 η; 2π ῃ 
Δηλ. ο ῶ-Ιαί«---»ο ση εὸ, νχεὂ (1) 
Π 


Σύμφωνα µε γνωστό κριτήριο, η (1) συνεπάγεται την ομοιόμορφη σύγκλιση των 
{η(α) και /). 


Ως γνωστόν η {(α)Ξ]α|δεν είναι παραγωγίσιµη στο αρθ. 
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ΑΥ 






ΗΞ1.2,3.4,5. 


τα 








Γιεδβίεά κ 8 ἰή8ἱ νεισίοη οἱ Αάνπιοεά Π8ρίΊει - Πρ: //ΑΑΝΝ. θἰεηίωπη.οοπι/8α(Ξρίιει/ 


Ἡ ακολουθία ἍγιαπςΙ,2.3.4 και 5. Φαίνεται η σύγκλιση στην συνάρτηση |χ| 





17.2.ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΚΑΙΟΛΟΚΛΗΡΩΣΙΜΟΤΗΤΑ 





1. Να κατασκευασθεί παράδειγµα ακολουθίας συναρτήσεων {,(α)/θ.1] οι 


1 1 
οποίες να είναι ολοκληρώσιµες και [πι { 1, (α) ἄν -ε[Πἶπι { (αλά. 
π-»-Γοο 0 0 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ ισοσκελές τρίγῶνο µε βάση µήκους 1 και ύψος μήκους 1. 


1 
Τότε το εμβαδόν του είναι ον Θεωρώντας άλλο ισοσκελές τρίγωνο µε βάση μήκους 


1 1 1 
5 και ύψος 2, τρίτο τρίγὠνο µε βάση 3 και ύψος 3 κ.ο.κ. βάση μήκους -- και ύψος 
η 
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1 
π. Όλα έχουν εμβαδόν . Με αυτή τη γεωμετρική ιδέα, συνεχίζοντας αυτή την 


κατασκευή επ’ άπειρον, έχω την ακολουθία των συναρτήσεων: 


1 
2/21, τε[ο] 
2Η 
1 
δο -ὁ-- 2η 2η, τε] σ. | 
2Η 


1 

Π 

0, χε ο 
Π 


1 
Προφανώς εκ κατασκευής έχω ότι [ {, (αλά - 5 Νη εὸ. 
0 


Όμως {ι(α) -» {(4)-0, νχε[θ1] και βεβαίως ος . [ως ΕΠ, 
0 0 











πς1.2.3,4., 


24 








; 
1.8 Ό8 


Γιεδίεα ή] 8 αἱ νεισίοη οἱ Δάνβηοεά ΠΙ8ρίΠε: - Πρ: // ΑΝ. θἰεηίπι.οοπι/ΒαιΘρήει/ 


Η ακολουθία {,(α) για π-1,2.3.4. 
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2. Ὑπάρχει παράδειγµα ακολουθίας συναρτήσεων {,(α)/0.1] οι οποίες είναι 


1 1 
ολοκληρώσιμες, αλλά [ίπι [ {,(α)ώς -- Ίοο και [πι], (αλά «Ίσο. 
0 0 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την ακολουθία {/(α)Ξ πα(.-- κ)” 6.1]. Τότε 





[ας «μόνα κ ας σκό ,)]α κ) κ.) αχ -- 
0 0 ο 0 


κό { τν ο υ.., 


2 











-- ορ 
2η κ!) 
2 9/ 
Ενώ πα) πι ο ος πα [2χ(--11)"1]ς 0 δεδομένου ότι για 
Π--»Γοο 


Π--»Γοο 1 Π--»Γοο 
ς κ)" | 


1 1 
απ], έχω Ιπιθ-0, ενώ κ «1 α(-- κ)”. -»0 και [1(αλάκ- [0χ--0. 
0 0 


--»--οο 





3. Ὑπάρχει παράδειγµα ασυνεχών συναρτήσεων ᾖ{,(χ) που είναι ΕἰεΠΙιαΠΗ 


ολοκληρώσιµες και συγκλίνουν σε µη ΕΙΕΠΙ4ΠΗ ολοκληρώσιµη {/α). 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν {(ρ,)Ν µια αρίθμηση των ρητών του [0,1] . θέτουµε 











ᾖ,1[0,1]-» Εξ µε 





ον (9 - . χε ο. ἳ 


1 κ Είριβο η) 

Κάθε µια από τις {ῃ(α) είναι συνεχής στο [0.1] εκτός απὀ πεπερασμένο πλήθος 
σημείων που παρουσιάζει ασυνέχεια. Άρα σύμφωνα µε γνωστή πρόταση κάθε µια 
απότις {,(α) είναι ΚΙεπιαΠη ολοκληρώσιμη. 


0, αε[θο] 


Ὃ αι ὠ-, τε[οΙ 


| που είναι η γνωστή συνάρτηση του ΠὨἱτίιοβ]αοί η 


οποία όπως έχουµε δείξει ( ) δεν είναι ΕΙεπιαήπΏ ολοκληρώσιµή. 





4. Να δειχθεί, ότι όταν ᾖ{,-» [Γι [μι { παραγωγίσιµες, τότε δεν έπεται ότι 


οσο ς 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν τότε να) Ξ . ---ημ(ηκ)/ὃ, πεὸ τότε 


ἴπα αρ [ή 6) 0” πο .ῃ Ξ ο. 0. 
Άρα  {[Γία)-»/(4)-0, νχεδ. Γ(0 - ψησυν(ηκ). Τότε {Γ(0)- η. ενώ 
Γ(0)Ξ0.Έτσι πι [ή(0)Ξ-ου-0Ξ /’(0). 


17. ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΠΑΝΤΟΥ ΚΑΙ ΠΟΥΟΕΝΑ ΠΑΡΑΓΟΓΙΣΙΜΟΤΗΤΑ 





1. Υπάρχει συνάρτηση /Γ:0 -»0 παντού συνεχής και πουθενά παραγωγίσιµη. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Πρόκειται για γεγονός που εκφεύγει, της συνήθους (πεπερασµένης) 
ανθρώπινης εποπτείας και που βεβαίως σηµαντικά ιστορικό γεγονός στην εξέλιξη του 
Απειροστικού Λογισμού µιας και το πρωτοπαρουσίασε ο Ἰλεϊετείταςδ, όπως 


αναφέρουμε και στο πρώτο µέρος της παρούσας εργασίας. 
ο Θεωρούμετην ακολουθία των συναρτήσεων {(α)- -ᾱ- συν(Β” α), π εὐ. 
Οι συναρτήσεις {;(α) είναι προφανώς συνεχείς και παραγωγίσιµες. 
ο ἩΗ αντίστοιχη σειρά Σ {)Ξ- στ. συν(2” κ) συγκλίνει ομοιόμορφα σε µια 


συνάρτηση {(4) σύμφωνα µετο κριτήριο του ἸΜεϊοιςίταςς. 


Πράγματι, (5) ως συν’ α) 








1 
σι νχεὂ. Ἡ γεωμετρική σειρά είναι 


σειρά θετικών όρων ση και συγκλίνει στο 2. Άρα η 5 .. (α) είναι απόλυτα 
πΞθ 


συγκλίνουσα στο Ο. και έστω {(α) η συνάρτηση που συγκλίνει. Λόγω της 
οµοιόµορφης σύγκλισης της σειράς στην {(α), έπεται ότιη {(α) είναι συνεχής. 


ο [Ισχύει ότι: 
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μρο.. τσ μα” κ) ο. 43] ημ(3” κ) είναι συνεχείς. Αν θεωρήσω την σειρά 


των παραγώγων των {/(α) θα έχω την -σ[Σ) ημ(3” κ). Ἡ σειρά αυτή δεν 


συγκλίνει αφού ο ημ(3”)-ρθ0, σαχ -λκπ. 


Ἐπομένως, η {Γ(α)Ξ νο συνΘ”α). χΕεΟὂ ὃεν είναι παραγωγίσιµη, αφού 
π-θ 


σύμφωνα µε ισχύουσα πρόταση, θα έπρεπε και η σειρά των παραγώγων των 
”() να συγκλίνει (ομοιόμορφα μάλιστα) στο 0. 
Το παραπάνω παράδειγµα διεκδικεί την θέση του ανάµεσα στα πλέον 


εντυπωσιακά ιστορικά παραδείγµατα του Απειροστικού Λογισμού. 
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1δ.ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΟ ΟΛΟΚΛΗΡΟΜΑ 


1.Υπάρχει παράδειγµα συνάρτησης {:[α.ῇ]-»ὸ µη ολοκληρώσιµης, αλλά ο 





περιορισμός της { σε οποιοδήποτε διάστηµα τῆς µορφής [αρ,ῤ]. µε 


α-«αῃςῥῤ να είναι ολοκληρώσιµη. 











1 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν /Γ:[01]-»6 µε /Γ(93)Ξ πει χε(θ] 
0, «Ξ0 


Τότε η { δεν είναι 


ολοκληρώσιµη στο [0.1] δεδομένου ότι δεν είναι φραγµένη σε αυτό, αφού 


Ππι [(α)Ξ-ο. Όμως η { είναι ολοκληρώσιµη σε κάθε διάστηµα της µορφής 
χο” 


[αρ.1] µε θ «ας ] αφού εκεί είναι συνεχής Και φραγµένη. 





Ὑπενθυμίζουμε ότι µια τέτοια συνάρτηση {Γ., λέγεται τοπικά ολοκληρώσιμη 


συνάρτηση. 





2.Να δοθούν τρία παραδείγματα συνεχών συναρτήσεων {, 6. Π ορισμένων σε 


διαστήματα της µορφής [.4οο) για τις οποίες να ισχύει: 


α) { ΓΕ) « --οο 
ᾖ[εία)-χα 


γ) ο {[(α) δεν υπάρχει 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


α) Θεωρώ την /:[0,:οο) µε /{(α)Ξο'. Τότεη {Γ είναιτοπικά ολοκληρώσιµη στο 


οσο β 
[0..99) και [ε-.χ-- πι [ο αχ -- πι (1 --εὔ)-ι. 
0 β 0 β--νοο 


--»Γοο 


β) Θεωρώτην σ:[1.ο0]-»Ο µε σ(α)Ξ- .. 
χ 
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Τότε [ὶ ης ν ας α. | Ιορβ-- ο. 
Ι χ β-»ησο] Χ 


γ) Θεωρώ την {:[0.-οο) µε ἠ(χ)Ξημα. 
οσο β 
Τότε [ημκάκΞ πι [ημχάκξ πι (1--συνβ) (1) 
0 β-τσος β--οο 
Το τελευταίο όμως όριο δεν υπάρχει, διότι αν θεωρήσω ακολουθία 
χι 2πη-»-οο, τότε Ἠπι(1--συνχ͵)- Ππι(1--1)-0. Ενώ αν θεωρήσω την 


ᾖ--ὸμοο ᾖι--ὸμοο 


ακολουθία ν, Ξ 2πη . -ωσο,τότε Ππι(1--συνγ͵)Ξ Ππι(1--0)ΞΙ. 
π--»-οο η--»-οο 





οο 
3.Παράδειγµα συνεχούς συναρτήσεως /:ὅ -»ὃὂ για την οποία το [/(α)ώι 


--οο 


υπάρχει: 














ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ {(1)Ξ ἱ 
-- 


1 . 
ο Τότε: 
Χ 

















οσο 1 ασ {χ ι 0 β 
[ ὧκ Ξ [ Ε/[ σ΄ Ιίπι Ε. Ππι : 
λε” ο. αλ-αη Εκ βὸορ] Εκ 
Ξ Ππι (τοξεφα)-Ε Επι (τοξεφβ) - - 5) νο. 
α-»-οο β---οο 2 2 
4.Να αποδειχθεί ότι γενικώς, 

Ἴπσθ) τα 
[αν πι [{(αλάχ (ὔ) 
ας αλλο ο 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω Τ ημχάκχ. Τότε πι Ἱ τᾶκ: -ἴπι ' (συνα -- συνα)Ξ0. Όμως, 


--οο 


ο ο ος πο ως (α δα 
ο  οδ 0 α--»γοο σα --Γοο 0 


πα ᾗ ημχά -ε - . ημχά - πι [- συνχ]»͵ νο [- συνχ]ό 
-» Γοο 


α-λ»γοου 


Ππι [--]-- συνα] -- ήν συνῤ --Ι] (4) 


α--»οο 
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Αλλάζοντας τον συμβολισμό η (1) ισούται µε 2: Ππι(-]- συνα) όριο που δεν 
ᾱ--»-γοο 
υπάρχει διότι αν θεωρήσω την χι 2πη -» οσο τότε 


2. Ίπα (--]-- συν2πη) --2(-2)---4. Αν όµως θεωρήσω ν, -2πη-- στ «90 τότε 


Π--»Γοο 


--οο 


οΙνή- ἱ-- συν 21 «- :] Ξ2-(-1)Ξ---2. Ἐπομένως, το Τ ημχάχ δεν υπάρχει, και 
έτσι δείξαµε ότι γενικώς 

ον πι Ἱ Ἔδλάς. 
Ὑπενθυμίζουμε, ότι το δεύτερο µέλος της διαφοροισότητας (3) λέγεται πρωτεύουσα 


οο 
τιµή κατά Ο5316ἨΥ του ολοκληρώματος [/(α)ώ: και συμβολίζεται µε Ο.Ρ.Ν. 


--οο 


[/ὠάς.. Δηλαδή 


--οο 


ΟΡ.ΙΝ τρ (αλάΧ -- Ιπι . (ας. 


--οο 


Γενικά ισχύει ότι «Αν /:0 -»06 µια τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση. τότε 
Ἴοο νοο 
[ΓαάΞβΞ50Ο.Ν [/)άἀΞβ». 


Ενώ το αντίστροφο δεν ισχύει. 
Ἡ µη ισχύς του αντιστρόφου δείχνεται µε το αντιπαράδειγµα που ήδη 


χρησιμοποιήσαμε. 





5. Να αποδειχθεί, ότι για να συγκλίνει ένα ολοκλήρωμα α΄ είδους, δεν είναι 


αναγκαίο η ολοκληρωτέα συνάρτηση να είναι φραγµένη. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω /:[0.οϱ) -»ὃ µε Γ(ὰ) -- χημα΄. η οποία δεν είναι φραγµένη, 


ν . ς π : 
αφού αν θεωρήσουμε την ακολουθία κ, - 4/2Ηπ -Ε ” - --οο τότε 


Γ(α/)Ξ4 οηπ ημζ οτι” |-ὴ 2η. - ποσο. 
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ορ ορ 1 9ο 
Θα δείξουμε, ότι [αημχζχ«-οο. Αφού [1(αλάκ- [1(α)άκν- [/αάχ, αν 
0 0 0 1 
οο 1 
αποδείξουµε τη σύγκλιση του {7(α)ᾶκ, δεδομένου ότιτο [{/(α)ᾶχ υπάρχει, τότε θα 
1 0 
ορ 
έχουµε αποδείξει και την σύγκλιση του ολοκληρώματος [/(α)άκ. 
0 
1 
Θα εφαρμόσουμε το κριτήριο του (4116/1Υ: Θεωρώτο | χημχ κ. (0) 
χι 
: 4 . 8 αω ον , 
Θέτουμε α΄ Ξω. οπότε 4χ ἄχΞξαω-»αᾶκ- οι («0 αφού ήδη περιοριστήκαµε 
κ 


στο διάστηµα ολοκλήρωσης από 1 έως οο). Έτσι, η (1) γίνεται: 











. ἵ ημω ο 4 .συνῶ ἵ 1 ἵ συνῶω να. 1 συνχό συνα/ 1 ἵ συνῶ . 
4 νω 4 νο δῴω)” ο αι δω 
Άρα 
4 
2 4 11 1 1.3 ἆω 1 1 1 11 1 1 
χημα ας - Ἕ- ες .. τ -«ε (2) 
; 4 ο: αι) ὃ ἡ ο ο να ο ο η 








1 1 
Οπότε, νε 20. αρκεί να διαλέγουµε ὃ-- ---- οπότε(αι 2ὸ και λ)λὀδ)ο τς ε 


ή2ε 2ὰ| 


1 
[αημκ΄ ἂχ 


χι 


και από την (2) θα έχω 








«ε. Δηλαδή, το | χημχ κ συγκλίνει, επομένως 
1 


όπως εξηγήσαµε στην αρχή, και | χη με αχ «ο, 
1 
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ἤ 


























| 



















































































/ ω Ξα]μ(α”)/[0,-Γοϱ) 


44 
31 
24 
.. 
ι π5 η ζὰ - 
εν. 
24 
31 
4 




















| 






















































































































































































































































































πε” 
ρα 








6. Εξετάστε . αν ισχύει το αντίστροφο της προτάσεως: «Αν η { είναι τοπικά 


οσο πο 
ολοκληρώσιµη και [] Γ()| ὧχ «-εοο, τότε και { [Γ(α)ᾶχ «ορ». 
0 0 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Δεν ισχύει Για αντιπαράδειγµα . έστω το γ.ο. [ 


α 


ημα 


Χχ 


αχ. Θα 








ΙµΣ 


Ἔοο ημα Ἴοο 
δείξουµε ότι [ ---ἷκ «--οο, (α20) ενώ [ ὧχ -- ο. 
α χ α 








οο 
(ὐ. Τια να δείξω ότι το γ.ο. {| πωφ.. συγκλίνει, θα χρησιμοποιήσω το κριτήριο 
α 


σύγκλισης του Οα1οΥ : 


Ἔστων α «αι «αχ. τότε: 





ώ 191 συνχι συνχ, συνχ 
θα ---- [--άσυνα -- : λος 
αι χ χι χ χι χ2 χι Χχ 


ὤχ. 


Αν λάβουμε τα απόλυτα και των δύο µελών , µε χρήση ιδιότητας των απολύτων, 


θα έχω: 


ι 1 
-ἳ-ν 
Χὰι  ἆρ 








νο 
αι χο 





.. 








χο 

[συνα | 
[ οὖν 
αι Χ 





1 1 ] αχ 2 
-ϱ . 
κ χι 


ἀι 


2 2 
Άρα αν διαλέξω ως ὁ(6)--- . τότε παρατηρώ, ότι Ὑ Χι.Χ, με χι, ὸ Πιθχ(α,--) 
ε ε 


οο 
: 3 : ν : : : 
θα ισχύει [ | πην [αχ«---«ε. Τότε από το κριτήριο (αἱςῇΥ , έπεται ότι: 
να 
α 

















χι 
οο 
[ώς ο. 
αμα. 
οο 
(1). Απόδειξη ότι | ο σος 
ασο ο . - α 
[5 μμ ει Γημα 
κα η... ος πΧ (α-ὺπ. αχ 
Π Κπ 
ο [ ημας (1) 


ἀξι(κ-ὑπ. πΧ 
Αν Κεὸκαιγια({-Όπκαχ κ κπ .ΚΞ-2..4...Ξ5 


ας Πα] ημχ] 
π αχ κπ χ 





-» 
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κπ 
2 
Ἐ Πρι [ ημχάκΞ ----.και άρα από (1) 
χ τρ κπ 


υπ ᾱ-θπ 


νι 2 νο] 


ο κπ προκ 


Λαμβάνοντας τα όρια όταν η -Ὁ -οο έχω 





ος] 
.. τσ Ξοο. Και άρα .-.. οο, 
προκ Χ 


οο 
Να σημειωθεί, ότι ή σύγκλιση του ολοκληρώματος | να µπορεί να αποδειχθεί 


α 


απλούστερα, µε απλή εφαρµογή του κριτηρίου σύγκλισης του Ὠίἰγίσμ]εί, όπου το 


τν «-οο Ψρ20,άρακαιγια ϱΞΙ. 


Ἔοο 
Ειδικότερα, µπορεί να αποδειχθεί ότι | μι : 
ο ἅ 





0ο 
7. Αν µια σειρά 2-α, συγκλίνει, τότε όπως γνωρίζουμε, υποχρεωτικά α, -»0 
ηΞΙ 
(ενώ το αντίστροφο δεν ισχύει). Στο γενικευμένο όµως ολοκλήρωμα, ὃδεν 
οο 
ισχύει κάτι ανάλογο. Δηλαδή αν το [/(α)ώι συγκλίνει, τότε δεν έπεται 
' 
αναγκαστικά ότι και [πι {(α)Ξ0 Να το δείξετε αυτό µε ένα κατάλληλο 
χ--»- ου 


παράδειγµα. 











οο 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ:Για παράδειγµα, θα θεωρήσω το | συνχ΄ἆχ. Ἡ συνάρτηση 
1 


{(α) - συνχ”., δεν έχει όριο στο 9ο, διότι αν θεωρήσω κ, Ξ νπη -1οο, τότε 


Τα) Ξσυν2πη-]-»Ι. ενώ αν θεωρήσω την ), Ξ ι/2πη ο. --οο, τότε 


οσο 
{())Ξ συν 2η .. 5) Ξ0-20. Παρόλα αυτά, το | συνχ΄ ὧχ συγκλίνει όπως θα 
1 


δείξουµε. Θέτοντας α΄ --{ έχουµε: 
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9ο Ἴσο 
[συνκλάς --- [ πμ 
21 νι 
Χ οο 
Η συνάρτηση συν/ είναι συνεχής, [συνίᾶκ -- ημχ--ημι ή |! Ε(4) ΞΙ [συνιώι «2 
1 1 








1 {. 
λαδήη Ε ένη. Ἐπίσης  Ι νο μκωω ισ.ον 
δηλαδή η ἔ(α) φραγμένη. Επίσης Ἰπι ϱ(3) σος 0, σ΄) το ή 


σ΄’(κ) είναι απόλυτα ολοκληρώσιμη συνάρτηση. Ἑπομένως εκπληρούνται οι 


οο 
συνθήκες του κριτηρίου σύγκλισης του ΠἰΓίοβεί και έτσιτο | συνχ ὧκ ««-οο 
1 


Συμπληρωματικά αναφέρουμε ότι και το [ ημα΄ χ υπάρχει, πράγμα που θα 
1 


αποδείξουμε µε άλλο τρόπο και συγκεκριµένα µε χρήση κριτηρίου σύγκλισης Οα1ςΠΥ 


Έστω ε»θ . Θα δείξω ότι υπάρχει δ(8)20 . έτσι ώστε | [ ημακ αχικε 


Ἅ 
νε ο λιδίό). 


Πράγματι: 


λ2 ' 1 12 -.. 1 πα χ2 1 12 3 
[σημα ἄν [η ημίιᾶχξ----έ Ίσυν! | -πᾖη 2συνίζῶκ και άρα 
2 ο 2 α 4 χί 


χι 


42 13 .. 
ο ο. αθ ὁ  ο ὁ ωρσ-- 
χι 2 χι Λ ον 2 χι 12 2 χι ΆΛ2 χι 


1 
Αν πάρουμε δ(ε)ξ-- . τότε ισχύει 
ε 


22 1 
[]ημκάχ]κο χι ομε χε χιλ 


χι 


Από το κριτήριο σύγκλισης του Ο816ΠΥ ., έπεται, ότι υπάρχει το γ.ο. [ ημια αχ 
1 


οο 


Να σημειωθεί, ότι όταν ᾖ|[[(αλάχ«-οο και το πι Γ(α)Ξ 4 υπάρχει τότε 


0ο 
. χ--δΈ 


αναγκαστικά {Ξ0. 
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Δηλαδή το ϐἐ-0 αποτελεί ικανή συνθήκη µη σύγκλισης του γενικευμένου 


οσο 
ολοκληρώματος | /Γ(αλάκ. 


οσο 
Αν όµως {-0., αυτό δεν αποτελεί ικανή συνθήκη σύγκλισης του [ /(α)άχ, αφού αν 


α 


οσο 
θεωρήσω {(α)- - τότε [πι Γ(4)0, αλλά [ ος Ξ-οο (α”20). 
α ᾱ--» οσο α-κ 





δ. Το ολοκληρωτικό κριτήριο του (αἱεΝγ αναφέρει ότι αν µια συνάρτηση { 


οο 
είναι θετική. φθίνουσα και συνεχής στο [1.-ο0). τότε η σειρά ») /Γ(1) και το 


η] 


οσο 
Γ[Γ)ἆχ συμπεριφέρονται οµοιοτρόπως: 
1 
Όταν συγκλίνει η σειρά συγκλίνει και το ολοκλήρωμα, όταν απειρίζεται η 
σειρά. απειρίξζεται και το ολοκλήρωμα και αντιστρόφως. 
Να αποδειχθεί ότι η υπόθεση ότι η { είναι θετική. είναι απολύτως ουσιώδης 


ώστε ισχύει το συμπέρασμα. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
ο 2(Π8])π οο 2 1 οο 
Σ [ημιάκν- Σ]-συνχοι  -Σ95-0 
πΞθ0 ὅδηπ ηΞΟ ηπΞΘΟ 


Ἔοο β 
όµως [ημχάκΞ ο. [ημκάκ Ξ . (Ι-- συνβ) που δεν υπάρχει. (βλ. Β.4.1.3.ε)) 
0 -δοο ϱ --οο 
Να σημειωθεί όµως, ότι όταν η { αλλάξει άπειρες φορές πρόσημο στο διάστηµα 
οσο ος 
[Π.οϱ), τότε η σύγκλιση του. { /(α)ζχ, συνεπάγεται την σύγκλιση τῆς σειράς Σα, 
1 ηΞΟ 


Χη-ι 
µεα,ξ [/(α)ζχ, όπου α;, αύξουσα ακολουθία µε ας, -ὃ-οο. 


Χπ 





9. Υπάρχουν συναρτήσεις /. ϱ. ᾖ. φ: 


(ὃ η /Γ/α, β) καιτο { Ιαλά υπάρχει 
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β 
(9 η σ/α.β) καιτο [σ(α)ώκ είναι άπειρο 


β 
(13) η α,β) καιτο [ή(α)ώκ είναι άπειρο 


α 


β 
(ν) η φ/[α,β]λ {αρ καιτο [φ(α)άχ δεν υπάρχει. 











ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


(ὢ μυ «Ιλ 


ρα λ 
Ξ Ἠπα| το το] Ξ πι το στο 0 
090. χ2 λο8 τα χ2 .ι ἔμτ παν σημ ἔημο) 


ι λ 
Ξ πι τοξηµ--Ξ τοξημί - τ. 
λ-ὸ3. 3 2 






































1 λ 
(1) 5. πι { ος ο Ξ Ππα 1η : Ξ Ππι 1 : ταν) -- νοο 
-χ ν. ος 132 2-χ] 1211 2-λ 2 
γ 1 γ Ι 
(18) | Ξ[ ον | ων. Επι { ας 3 Επι ον 
- υχίοσαχ γαϊοδα ἀρθμχίοχ λ121γχΙοδα 
Ξ πι Ιορ| ]οσα ῥ Έ Ἠπῃ ορ Ίοσα [ ---οο͵, 
κο λ-οι } 
Λ 4 
(1ν) [ πι [ ο { Ππῃ [ ας 


α-- Ὅηα- ελα) 


λ 4 

.. -ἰἶ ο. -ἶ 

Ξ Ἠπι ---ἰ -- πι -ἰὸ Ξ-κου-ορ--οο, 
11 α- 1] «οακ-τ] 





10. Ως γνωστόν, «Αν {:[α.ῇ]-»6 και η /Γ είναι ολοκληρώσιμη, τότε και η 


Ἕ 3. είναι ολοκληρώσιµη». Να εξεταστεί αν ισχύει η ίδια ιδιότητα για το 


γενικευµένο ολοκλήρωμα. 








ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι, όπως φαίνεται από το ακόλουθο αντιπαράδειγµα: 


κ «-οο, όµως [--- -οο 


Γπ 
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109. ΧΡΗΣΙΜΟΙ ΟΡΙΣΜΟΙ ΚΑΙ ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 


1.ΑΛΓΕΒΡΙΚΕΣ ΚΑΙ ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΕΣ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥ ὁ 


ΟΡΙΣΜΟΙ: 
Ο.Ι. Ρητός: Είναι κάθε αριθµός που µπορεί να γραφεί ὡς κλάσμα β με 
γ 


µιν εΖ και ν-0. δηλ. κάθε στοιχείο του συνόλου ϱ 


0.2. Άρρητος: «Είναι κάθε πραγματικός που δεν είναι ρητός . δηλ. κάθε 











στοιχείοτου ΕλΩ 





0.3. αλγεβρικός: Είναι κάθε πραγματικός που µπορεί να είναι ρίζα µη 
μηδενικού πολυωνύμου µε ακεραίους συντελεστές. 


0.4. Ὑπερβατικός: Είναι κάθε πραγματικός που δεν είναι αλγεβρικός. 











0.5. Πυκνό σύνολο: Ένα σύνολο ΧςτἹΤ είναι πυκνό, αν για κάθε δύο 





πραγματικούς α-β., υπάρχειγεΧ: α-«γ«β 
0.6. Άνω φραγµένο σύνολο 4ςὂ : Όταν Ἄαεθικσα, νχεά.Το α 


λέγεται ένα άνω φράγµατου Α 











Ο.7. Κάτω φραγμένο σύνολο 4ςὂ: Όταν 3βεξικ2β, ΥΝΧΕΑ.Το β 





λέγεται ένα κάτω φράγµατου Α 


0.8. «Φραγμένο σύνολο 4ς  ὃ: Όταν το Α είναι άνω και κάτω φραγµένο. 




















0.9. ΙδΗΡΓΟΠΙΜΠΙ ενός συνόλου 4: Έστω 4ς και ας. Ο α είναι ελάχιστο 








άνω φράγμα ή 5ΙΡΙΕΠΙΙΠΙ του Α αν 
(ὐ Το α είναι άνω φράγµα του Α και 


(1) Αντοβείναι ένα άνω φράγµατου Α. τότε ας β 




















Ο.10. ΓΗΓΙΠΠΙΗΠ ενός συνόλου 4: Έστω 4ς Ἀκαι αςεῖξ. Ο α είναι μέγιστο 








κάτω φράγμα ή ΙΠΠΠΙΗΠΙ του Α αν 
( Το α είναι κάτω φράγμα του Α και 


(1) Αντοβ είναι ένα κάτω φράγµατου Α.τότε β-α 


Ο.ΠΗ1. Περιοχή µε κέντρο αρ και ακτίνα ε, είναι το ανοικτό διάστηµα 














(αρ ειχε) Ξξδ(αρ,Ε). αρΕΚΝ, ε20. 
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Ο.12. 


0.13. 


Ο.14. 


Ο.Ι6. 
Ο.Ι7. 


Ο.Ι8. 


Ο.19. 
0.20. 


Ο.21. 


Ανοικτό σύνολο, υποσύνολο του ὃ . Ονομάζεται κάθε σύνολο 4. για το 
οποίο ισχύει: χεά-3ε»λθ:δ(α,ιε)ς 4. 

Κλειστό σύνολο, υποσύνολο του ὃ. Ονομάζεται κάθε σύνολο 4. του 
οποίου το συμπλήρωμα Οι 4 είναι ανοικτό. 

Εσωτερικό σηµείο συνόλου 4ς ὃ. Ονομάζεται ένα σηµείο χε «4. αν 


υπάρχειπεριοχή του χ:δ(χ,ε)ς 4. 











Σημείο συσσώρευσης (ή οριακό σηµείο) του 4: Ἔστω χεἷκαι 














ΑσΙΑ . Το χ θα λέγεται σηµείο συσσώρευσης του Α όταν 


[5(1.ε)ι{χλ]ω Αθ , νεγθ0. 





Μεμονωμένο σηµείο του 4: Όταν δεν είναι σηµείο συσσώρευσης του 4. 


Εσωτερικό συνόλου 4: Ονομάζεται το σύνολο τῶν εσωτερικών σημείων 


του ά και συμβολίζεται µε 4. 

Παράγωγο σύνολο του 4: Ονομάζεται το σύνολο των σ.σ. του ά και 
συμβολίζεται µε ἀ'. 

Κλειστότητα ή θήκη του 4: Ονοµάζεταιτο 4- 40 4’. 

Αριθμήσιμο σύνολο: Κάθε σύνολο του οποίου τα στοιχεία μπορούν να 
τεθούν σε | --{ και επί απεικόνιση µετο ὃ. 


Υπεραριθµήσιμο: Κάθε απειροσύνολο, που δεν είναι αριθμήσιμο. 


ΑΕΙΩΜΑΤΑ -ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 


Αι: 
Α.: 


Πι: 


Π;: 
Π:: 
Τ4: 
ηΠ:: 
ς: 


Αρχιμήδους-Ευδόξου: Αν χεδ” και γεδ.τότε 3η εὸ:ΠΧΣ γ. 
Αξίωµα της πληρότητας του 0 ή Αξίωµα του συνεχούς στο ὃ: Κάθε 
άνω φραγµένο (αντ. κάτω φραγµένο) µη κενό υποσύνολο του ὃ έχει 
«ρτεπχήπῃ (αντ. ΙΠΠπΙΙπ)). 

Αρχή καλής διάταξης: Κάθε µη κενό υποσύνολο του ὁ περιέχει 


ελάχιστο στοιχείο. 

Ανισύτητα Βογποι]: Αν α --ἰ. τότε (14-α)” Σ] πα. 

Κάθε πραγματικός µη αρνητικός αριθµός κ, έχει μοναδική ν-οστή ρίζα. 
Το ὃ είναι διατεταγμένο, πυκνό και αριθμήσιμο σύνολο. 

Το ὃ --ὅ είναι διατεταγμένο, πυκνό και υπεραριθµήσιµο σύνολο. 


Κάθε πραγματικός αριθµός, έχει μοναδικό δεκαδικό ανάπτυγμα του 


οποίου τα ψηφία δεν είναι από κάποια θέση και πέρα όλα 9. 
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2. ΑΚΟΛΟΥΟΙΕΣ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΟΜΟΝ 


ΟΡΙΣΜΟΙ: 


Οι: 


Ο;: 


Ο:: 


Ος: 
ος: 
07: 


Ος; 





ω ὉὋ ὍὉ  Ὁ) 


Ακολουθία πραγματικών αριθμών είναι µια συνάρτηση }Γ:ὸ -»ὃ µε 
τον ειδικότερο συμβολισμό /{(η)-α, εὂ για τις εικόνες, ενώ την ίδια 
την ακολουθία συμβολίζουμε µε αι,α2.,ᾶ1....,αμ.... η (αι)ιὸ η (αι) ἡ 
και(καταχρηστικά)α,. 

Υπακολουθία πραγματικών αριθμών: Έστω (αι) µία ακολουθία. Έστω 
επίσης φ:ὸ -»ὸ µία γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών. Συµβολικά 
ὁὀσκ--'-Σϕίά)--μι. Τότεη ακολουθία (αι) λέγεται υπακολουθία της 
(αι). Πιο απλά, µια υπακολουθία της (αι) είναι µια ακολουθία της 
µορφής (αμ .αμ...-ναι, ναι... ) όπου ἆι «Κος... σσ... 
Οριακός αριθµός ακολουθίας ἕ ε ὃ : Έτσι λέγεται ένα στοιχείο του ὅὃ, 
όταν σε κάθε περιοχή του, υπάρχουν άπειροι όροι της ακολουθίας. Δηλ. 
το 6 είναι σ.σ. του συνόλου τιµών των όρων της (αι). 

Η έννοια του “τελικά. Χρησιμοποιούμε την έννοια του “τελικά”, όταν 
µία ιδιότητα (ή πρόταση) ισχύει (ή είναι αληθής) Υπ Σ πῃ, όπου πρ ένας 
συγκεκριμένος φυσικός. 


Φραγμένη ακολουθία (α͵) » Ἀφιώεδ:φσα,σσθ,νμεὸ. 














Άνω φρα)µένη ακολουθία (α͵) »Πφελκ:α,σςόφ,. ΝΠΕΝ. 
Κάτω φραγμένη ακολουόία (α͵) 5» ΠἈφεὂτφσα,. νηεὸ. 
Απολύτως φραγμένη ακολουθία (α͵) 9 3θεὸ” Ἰα,κθ,νπεὸ. 
Συγκλίνουσα ακολουθία (α,) στον 


αεὸ «»(νε»θ,Ώπρεδία,-α]ικε, νη 5 πρ) 


:. Αποκλίνουσα ακολουθία (α͵): Όταν δεν είναι συγκλίνουσα. 


Συγκλίνουσα στο -Γοο ακολουθία(α͵) 9(νε20, ᾖπρ:αι Σε, νΠ2πρ). 


:.Συγκλίνουσα στο --οο ακολουθία (αι) «(νε»Σθ,Ππμτα, «-ενπσπῃ). 


Άνω όριο (1ἶπος 5ΗρογΙΟοΥ) µιας ακολουθίας (αι): Αν (αι) φραγµένη 


ακολουθία, θέτουµμε ϱ, Ξςσιρία,ιαμμε..}. Τότε ορίζουμε και 
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Οις: 


συμβολίζουμε ως άνω όριο (Ππιος 5ιροτίοῦ) το: 


Ππχα,, Ξ Ηπιςαρα,ξ πρβ, Ξ [ως 5αρ οι) «Με άλλη διατύπωση, το πια, 
ώ π. κχη 


είναι ο μεγαλύτερος πραγματικός οριακός αριθµόςτηςα͵. 


Κάτω όριο (1πιος Ιπ[ογίογ) µιας ακολουθίας (αι): Αν (α,͵) φραγµένη, 


θέτουµε }, Ξ ἱπεία,, αμ... Τότε ορίζουμε και συμβολίζουμε ὡς κάτω 

όριο (Ηπιος {η{ετίοτ) πια, - Ηπιιπ[α, Ξ 5υρ}, Ξ [ωρ Ιηί α .) «Με άλλη 
π { Ἡ 2Η 

διατύπωση, το Ἠππα, είναι ο μικρότερος πραγματικός οριακός αριθµός 

τηςα͵. 

βασική (ή ακολουθία (αμόΙη): Ἡ ακολουθία (αι). είναι βασική, αν 


ψε»θ 3πρεὸ:]α,-αικε, πη,ΠιΣ Πρ. 


ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ-ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ. 


Πι: 


Π2: 
Π:: 
ΤΠ. 
Π:: 


Τις: 
ΤΠ: 


Μοναδικότητα του ορίου ακολουθίας: Όταν µία ακολουθία συγκλίνει, το 
όριο είναι μοναδικό. 

Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι φραγµένη. 

Κάθε μονότονη και φραγµένη ακολουθία συγκλίνει. 

Κάθε ακολουθία πραγματικών, περιέχει μονότονη υπακολουθία. 
ΒοΙζαπο--Η/οἰογδίναςς: Κάθε φραγµένη ακολουθία πραγματικών αριθμών, 
περιέχει συγκλίνουσα υπακολουθία. 

Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι βασική και αντιστρόφως. 


Κάθε βασική ακολουθία είναι φραγµένη. 
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3.ΣΕΙΡΕΣ 
ΟΡΙΣΜΟΙ 


Οι: Σειρά: Έστω (αι) μία ακολουθία. Θέτουμε 
Π οο 

ὃ, Ξαι αρ Έ' Ἔαμξ δα. Το σύμβολο Σ:α, είναι η σειρά µε Π- 
κΞΙ ης 


οστό όροτον α,, και Π-οστό µερικό άθροισµατο ὁ,. 


Ο2: Συγκλίνουσα σειρά: Όταν 3 πι 5, εὂ. 
Π-» Του 


Ο:: Άθροισμα σειράς: Σα, πι 5. 
ηΞΙ 


Π--ὸοο 
Ο Αποκλίνουσα σειρά: Όταν δεν είναι συγκλίνουσα. 


Ο-: Συ)γκλίνουσα στο -Γοο ή --οο σειρά: Όταν Ίπι ο, Ξ-οο ή -οο. 
Π--»-Γοο 


οο 
Ος: Συγκλίουσα απόλυτα σειρά: ΗἩ σειρά Σ2:α, συγκλίνει απόλυτα, όταν η 


ΠΞΙ 
0ο 
σειρά Σα, | συγκλίνει. 
ΠΞΙ 


Ο1: Σιυνέλιξη ή γινόμενο κατά (31Ε1Υ δύο ακολουθιών (α,) (β/). Είναι η 


ακολουθία (7) :2/Ξα,ῤῃρ αι ιβι Ἔτ Ἔαρβρι. 


ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ ΚΑΙ ΚΥΡΙΟΤΕΡΑ ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΣΥΓΚΛΙΣΗΣ ΣΕΙΡΩΝ 


Πι Ανη Σα, συγκλίνει η ακολουθία των μερικών αθροισµάτων της είναι 
πΞΘ 


φραγμένη. 
Πο: Ανη Σα, συγκλίνει,τότεα, -»0. 
πΞ0 


Πε: Κριτήριο φράγµατος: Αν α, ακολουθία µη αρνητικών όρων, τότε η 


0ο 
σειρά Σα, συγκλίνει, αν και µόνο αν η ο, είναι άνω φραγµένη. 
π-θ 


Πα: Κριτήριο (αμου: Ἡ σειρά ὅδα, συγκλίνει, αν και µόνο αν, 
πΞθ 


νε»θ,Ξπρεὂδτ]ααμιο Ἔ  ἜαικεΝΗΣΠΙΣ ΗΛ. 
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Τις: 


Τις: 


ΤΠ: 


Τα: 


Το: 


Αν η σειρά Σ2-α, συγκλίνει απόλυτα και η (ῇ,) είναι φραγµένη, τότε η 
πΞθ 


0ο 
Σαβ, συγκλίνει απόλυτα. 
π-θ 


Κριτήριο ΙΠ.οἰμηῖίς Αν η (αι) είναι φθίνουσα ακολουθία µη αρνητικών 
όρων. και α, -»0 τότεη σειρά Σ(--Ι)Ἅ ία, συγκλίνει. 

ηΞΙ 
Κριτήριο ΒἱγοΠ]ο: Αν Ἁ{(αι). (β)) δύο ακολουθίες ὡώστε 


[αι αυ, Κα, κΜ, νπεὸ η (β,) είναι φθίνουσα ακολουθία µη 


οο 
αρνητικών όρων και ῥ, -»0. Τότεη σειρά Σ2:α,, συγκλίνει. 
πΞΟ 


Κριτήριο 4ὐοα! (πόρισμα προηγούμενου): Αν η σειρά Σα, συγκλίνει και 
(01) είναι φθίνουσα ακολουθία µη αρνητικών όρων, τότε η σειρά 
Σα, ῥ, συγκλίνει. 

Κριτήριο Σύγκρισης:Αν θ«α,ς«β, πη εὸ, τότε: 


( Ανη » β,, συγκλίνει και η Σα, συγκλίνει 


πΞ0θ πΞ0 


0ο οο 
(1) Ανη Σα, αποκλίνεικαιη 2:β, αποκλίνει. 
ΠΞΘ ηΞΘ 


Πιο Κριτήριο ρίζας του (αμεΠ}: Αν (αι) ακολουθία και Ππαη ία, Ξρ, 


τότε: 


( θΞξρς«1τότεη σειρά 2-4, συγκλίνει απόλυτα 
πΞθ 


(1). ρ 21 τότεη σειρά αποκλίνει 


(11) ρΞ1 δεν αποφαίνεται το κριτήριο. 


Πιι Κριτήριο λόγου ἆ᾿4Ιεβενί: Έστω (α,) ακολουθίαµεα,«0 Υπε ὁ”. Αν 


αγει 


α 


α : 
η] και ϐ -- Γι 
α 


Ἰ 


ρΞ πι τότε: 














Ἠ 


( ΟΞ«ρς«1Ι,τότεη σειρά Σα, συγκλίνει 
πΞθ 
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οο 
(1) 0Θ321.,τότεη σειρά Σα, αποκλίνει. 
πΞθ 


Πιο: Αν (αι), (β/) ακολουθίες τότε: 


() Αν πως ος «-οοκαιη 2, συγκλίνιτότεη Σα, συγκλίνει 
πΞ-θ πΞθ 


η Ξ 


(1) Αν μας ος Σ0 καιη 24, αποκλίνειτότεη Σα, αποκλίνει. 


{ πΞθ ΞΘ 


Πια: Κριτήριο συμπύκνώωσης (αμοΠγ: Αν η (αι) είναι φθίνουσα ακολουθία 


0ο 
µη αρνητικών όρων, τότεη σειρά Σ-α, συγκλίνει αν και µόνο αν συγκλίνει 
πΞθ 


η σειρά 217 αν 


ΞΘ 


οο οο 
ΠΠ: Μείογης: Αν οι σειρές Σ-α,. 214, συγκλίνουν και µία εκ των δύο 
πΞθ πΞθ 


απολύτως, τότε αν (γ,) η συνέλιξη των (α,). (Α/) η 2}, συγκλίνει και 
πΞθ 


νο λα ρρη. 
πΞθ πΞΘ ΞΘ 





Πις: 4ΡεΙ: Αν οι σειρές Σ-α,, 21η, 2) συγκλίνουν και η (γι) είναι η 
Ξ0 


ΊΞΘ πΞΘ 











συνέλιξη των (αι). (Αι) τότε η Σαμ: Σ)ῤη. 
ΞΘ ΊΞ0 ΞΘ 








4.ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
ΟΡΙΣΜΟΙ 
Οι: ἀιμελής σχέση Κ από το 4 στο Β: Είναι ένα υποσύνολο του καρτεσιανού 
γινομένου ΑΧΡ. 
Ο:: Συνάρτήηση: Μια διµελής σχέση {Γς ΧΧΥ απὀ το ἅ στο Υ και η οποία 


συμβολίζεται {: Χ -»Υ. γιατη οποία χε Χ, υπάρχει μοναδικό γεΥ 


ώστε (α,γ)λε{[. 





Ο:: Πεδίο ορισμού συνάρτησης: Το ΧΙΞ Ὀ ({/) του προηγούμενου ορισμού. 
Ο Πεδίο τιιών συνάρτήσης.: Μ({) ἡ Γα)ξΞ{γεΥὔ :Ξεεχ.ιγξ {ία). 
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Ος: Συνάρτήηση επί: Όταν {Γ:Χ-»Υ. αν {Γ)ΞΥί ἠ νε, 
χΕεΧ:.γΞ {(α). 

Ος: Συνάρτηση 1-1: Ἂαν ΓιΧ-»Υ και εκ και 
χιλ} 9 Γίαι)- {α,) ἡ ισοδυνάµῶως {αι)Ξ {αι)λαιΞ 12. 

Ο1: Σύνθεση συναρτήσεων σο/[: Αν Γ:Χ ΣΥ και σ:Υ-»2 δύο 
συναρτήσεις (ώστε το πεδίο ορισμού Υ της σ περιέχει το σύνολο τιµών 
Ι(Χ) της ΛΑ. Η σύνθεση της { µε την σ είναι η συνάρτηση 
(6ο /):Χ-»Ζ µε(σο/)Ξ-ε(/(4)), νχεχ. 

Οε: Αύζουσα συνάρτηση / Αν νε γεχ,α« γς {ας /{). 

Οο: νησίως αύξουσα συνάρτηση / Αν νχ γεχ,ακ«γ {ας {(). 

Οι Φθίνουσα συνάρτηση /{ Αν νχ νγεχ,ακ«γ5{[(α)Σ/{(). 

Οι: Γνησίως φθίνουσα συνάρτηση { Αν νχ γεχ,ακ«γ{ία)Σ/(9). 

Οἱ: Μονότονη συνάρτηση /; Αν είναι αύξουσα ή φθίνουσα. 

Οι:: Γνησίως μονότονη συνάρτηση {; Αν είναι γν. αύξουσα ή γν. φθίνουσα. 

Οἱ: Άνω φρα)µένη συνάρτηση { Αν το σύνολο τιµών της / είναι άνω 
φραγµένο σύνολο. 

Οιἱ:: Κάτω φρα)γµένη συνάρτήση { Αν το σύνολο τιµών της { είναι κάτω 
φραγµένο σύνολο. 

Οις Φρα)μένη συνάρτηση {; Αν είναι άνω και κάτω φραγµένη. 

ΟΙ7: Αντίστροφη συνάρτηση {τής {: Αν Γ:Χ-»Υ είναι Ι--Ι τότε 
ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση {Γ΄ της {. ΕΤ. : Γ(α)-» Χ µε τον 
κανόνα {Γ (γ)-ας» Γ()- ν. 

Οἱ: Άρτια συνάρτήση: Αν {[Γ:Χ-»Υ και (χεχ)θ(-αχεακΧ) και 
{ς)- {(-α). 

Οιο: Περιττή συνάρτηση {Γ: Αν Γ:Χ-»Υ και (χελ)τ(-χελ και 
{ς)--/(4)). 

020: Περιοδική συνάρτηση εν. Αν ΓιΧ-»Υ και 
3Τ20:(1εχ)ο(«κΕΤεὰΧ και {Γ(α)--Ί)- {()). 

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 

Πι: Αν {Γ:Χ-»ὂ γνησίως μονότονη συνάρτηση τότε 
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(). Ὑπάρχειη αντίστροφη {ΓΙ {(Χ)-ὸΕ 
αὐ Ἡ Γ’1 είναι γν. αύξουσα αν και µόνο αν η / γν. αύξουσα. 


(11389) Ἡ {71 είναι γν. φθίνουσα αν και µόνο αν η / γν. φθίνουσα. 


5. ΟΡΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΟΝ 


ΟΡΙΣΜΟΙ 


Οι: 


Πεπερασμένο όριο συνάρτησης: Λέμε ότιγια χ-δ»αρ («αρ αρ εθ)η 


συνάρτηση {(α) -»Ιε9 και συμβολίζουμε Ίϊπι {(α) Ξ 1, όταν 
χ-»δὰχρ 


ψε»θ, 3δΣθ (ὃΞ-δίαιε):αν χεΧ και θ«χ-αικδ/{(α)-ἶικε. 


Ο αριθµός /, λέγεται όριο της {(α) καθώς χ-»αρ. 














Ο2: Γενικός ορισµός ορίου όταν αχῃεὂ και/εὂτΑν αῃεὸ είναισ.σ. του 
Ὀ(/)., τότετο / Εὂ είναι όριο της συνάρτησης /Γ:Ρ(/) -»ὂ όταν: Για 
κάθε περιοχή Ὁ του {, υπάρχει περιοχή }΄ του αρ: νχεβ(/β)ως, 
ΧΦΧΟΞ {(α)εὐ. 

Ο::  Ακολουθιακός ορισμός σύγκλισης: Λέμε ότι η συνάρτηση /Γέχει στο σ.σ. 
χρ του πεδίου ορισμού της όριο ᾖ, όταν και µόνο όταν Ν΄ ακολουθία α, 
µε (α, ΕΡ(/{). Χαρ και αι, --»αρ) να έχω {Γίαι) -»ί. 

Οµ Απειροστή συνάρτηση: Ἡ συνάρτηση γξ{(α. αεά, λέγεται 
απειροστή για χ--» αρ, όταν Ιἶπι 140. 

χ-δχρ 

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 

Πι: Αν µια συνάρτηση / έχει πεπερασμένο όριο όταν χ-»αρεοὂ τότεη /{ 
είναι φραγµένη σε περιοχή του αρ. 

Πο: Αν Επι ία) - Τε ὃ᾽, τότε υπάρχει περιοχή του Χρ, στην οποία η {(α) 

χ-χρ 
διατηρεί το πρόσημο του {. 
Πε Αν πι {(8)Ξ/εὂ. τότε τας {(α)Ξ1/ {(1οοἱΞ--οο και 


χ-»χρ 


Γ--οο [:-- --οολ. 
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Τα: 


Τις: 


Τις: 


ΤΠ: 


Ἱκανή και αναγκαία συνθήκη για ὑύπαρόη πεπερασµένου ορίου: Αν 


χ-λδαρ, ἂρ σ.σ. του πεδίου ορισμού της {, τότε ικανή και αναγκαία 
συνθήκη . για να υπάρχει πεπερασμένο όριο στο αρ είναι: (νε20, 
υπάρχει περιοχή γ του Χρ: ΝΧΙ Χὸ Ε(Υ {αλά 
(αι) -/{α1)λκε. 
Αν Γ(α)ς σί(α)ς {ο(α) στη περιοχή του χΧῃ, με Χρ σ.σ. του κοινού 
συνόλου ορισμού τους 4, και υπάρχουν τα όρια Ἠπι {(α), Ππι {ο(1). 
χ-ὸχρ χ-»Χρ 
και είναι ίσα, µεα, τότε Ιπι σ(χ)-α. 
χ-»δὰχρ 

Αν για α-δαρ η ΥγΞξ {() είνι απειροστή, τότε η συνάρτηση 

Ι - 
ο -Ὁὃ-οο;αν [(4)-0 σεπεριοχή του αρ. 


να) 


Απειροστή επί φραγµένη δίνει απειροστή. 


6. ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
ΟΡΙΣΜΟΙ: 


Οι: 


Ο,: 


Ο:: 


οι 


Ος: 


ος: 




















Συνεχής συνάρτηση : Έστω Χς και {Γ:Χ-»Κ µια πραγματική 








συνάρτηση και αῃελ , τότε η Γείναι συνεχής στοαι. αν νεΣθ 
3δ 20 ὥστε αν χΕΧ και Ἵχ-αι «ὃς | {(1)- {(αρ)«ε. 
Συνεχής συνάρτηση [., στο ΧιεΧ και αρ σ.σ. του Χ: Όταν υπάρχει το 


Ἠπι {(4) και Μπι {0)- ο). 


Ακολουθιακός ορισμός του ορίου: Ἡ { συνεχής στο αιεΧ όταν για 


κάθε ακολουθία (α,), ΝΜε αχ, δα 5 ία) -» (αμ). 











Συνεχής επέκταση τής συνάρτήσης : Ἔστω Χςγκαι {Γ:Χ-»Ε. Η 














συνάρτηση σ:Υ -»Τ. είναι µία επέκταση της { στο Υ αν 
δ(α)- /{() Νχεχ 


Περιορισµός συνάρτησης : Στον προηγούμενο ορισμό, η Ε είναι ο 





περιορισμός της 6 στο Χ και συμβολίζουμε /6ιΧ 
Συνεχής συνάρτηση: Όταν είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του πεδίου 


ορισμού της. 
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07: Ομοιόµορφα συνεχής συνάρτηση: Έστω {Γ:4-»6. Ἡ { είναι 
ομοιόμορφα συνεχής στο βαν νε20 3δ 320 (που εξαρτάται µόνο από 
τοε)ώστεαν χ,γεάακαι]χ- γ «δι {()- 0) «ε. 

Οε: Συνθήκη Π.ἱροολίέσ για συνάρτηση: Θα λέμε ότιη {:4-»60 ικανοποιεί 
την συνθήκη Τ4ρςΟΠΙΖ με σταθερά κ όταν 
3«20:) (0) - {()ΚΚία-νι, να γεάᾶ. 

Οο: Συνάρτησή συστολής: Αν {:4-»ὀ καιη { ικανοποιεί την συνθήκη 
του ΓΙρ5εΠΙίΖ γιαθ«Κ «1 .τότελέγεται συνάρτηση συστολής. 

Οι: Αιρόμενη ασυνέχεια ή ἀρσιμῃ ασυνέχεια ή υπό ἁρσιν ασυνέχεια ή 
ασυνέχεια α΄ είδους: Όταν μπι /Γ(6)Ξ πι Γ(α) {(αρ). 

α-αῴ χ-αῷ 

Οι: συνέχεια β΄ είδους στο χῃ: Όταν πα /Γ()5 πι {(α). 

χ-σαῷ χ-αῷ 

Οι: Πήδηµα συνάρτησης σε σηµείο Χρ: Είναι ο αριθµός 
πηδι Ξ ο {56 ο Γ0)80. 

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ: 

Πι Έστω συνάρτηση {Γ:4-»ὀ. Τότε ισχύουν: Αν { συνεχής σε σηµείο 
χρεΧ., τότε είναι και τοπικά φραγµένη σε µια περιοχή του αρ, δηλ. 
3δ20 και Μ2Σθώστε|/{α)«κΜ ,νχείαι- δ,χῃΓδ)ωΧ. 

Πο: Αν Γ:Χ-»]Κ συνεχής στο χῃ και σ:Χ -» συνεχής στο αρ τότε και 
οι συναρτήσεις Γ5σ, :ᾳ, . είναι συνεχείς στο αρ (σ(αρ) 0). 

Πε Αν Γ:Χ-ὂΥ και ϱ:.Υ -»] είναι συνεχείς συναρτήσεις στο αιεχΧ., 
τότε καιη σὐνθεσήτους ϱο/:ἄ -»Τ. είναι συνεχής στο αρ. 

Ἡμ Αν Γ.[α,.β]-»Ἱ συνεχής, τότε η ΓΕείναι: 











4) Φραγμένη 
(3) Ομοιόμορφα συνεχής 
(19). Δαμβάνει μέγιστη και ελάχιστη τιµή. 
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Θς: Ε/οἰογδίγαδς: Μια συνάρτηση {(α) συνεχής στο φραγµένο και Κλειστό 
[α. ϐ] παίρνει μέγιστη και ελάχιστη τιµή στο [α,β]. 

Θς: Βοΐσαπο: Αν Γ:[α,.β]-»]λείναι συνεχής και {(α): {Γ(β) «0. τότε 
Άλι ε(α. /ϱ): Γ(αι)Ξ0. 

Θ1: Θεώρημα ενδιάμεσων τιμών: Αν ᾖ{(α) συνεχής στο [α,β] και 
Τα) {() για χ,γε[α,.β]. τότεη { παίρνει όλες τις ενδιάµεσες τιµές 
μεταξύ των {(α). {Γ(ν) για τιµές του [α.ρ]. 

Πε Ανη { είνα µη σταθερή και συνεχής συνάρτηση στο διάστηµα 44. τότε 
το [(4) είναι διάστηµα. 

Πο: Αν {:4-»0 καιη { μονότονη και /(4) διάστηµα, τότε η { είναι 
συνεχής στο 4. 

Πιο: Αν /Γ:ὅ -οὂ .,τα παρακάτω είναι ισοδύναμα: 

()) Ἡ { συνεχής στο ὃ 

(1) Ἡ αντίστροφη εικόνα τυχαίου κλειστού υποσυνόλου του ὂ είναι 
κλειστό στο ὂ. 

(1) Η αντίστροφη εικόνα τυχαίου ανοικτού υποσυνόλου του ὃ είναι 
ανοικτό στο 6. 

Πμ: Έστω Γ:Δ-ὸΕ µια 1--Ι και συνεχής συνάρτηση στο Δ (Δ':Ξδιάστηµα 
του Ἐ). Τότε η /Γ είναι γνησίως μονότονη και η {ΓΙ Γ(Δ)-»Ε. είναι 
συνεχής. 

7. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
ΟΡΙΣΜΟΙ: 
Οι: Παραγωγίσιµή συνάρτηση σε σηµείο αῃ Αν η συνάρτηση {Γ:4-»Κ. 




















Α είναι ανοικτό ή Κλειστό υποσύνολο του  . αιεά και σ.σ. του 4, 


Ι | χ)-- [ία 
τότε αν το Ππι ο ΕΕ σω 
χα. Χ-- Χρ 





υπάρχει, η /Γ λέγεται παραγωγίσιµη στο 


ο. 
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Ο:: 


Ος: 


ος: 


Ο7: 


Ος; 


Παράγωγος στο αρ: Λέγεται ο αριθµός / (αρ) ἥπι 2 0) 14ο) 
χ-»ὰχρ χ- Χρ 





ο αι 
ρ ο 


εφόσον φυσικά υπάρχει το Ππα 
-»0 


Συµµετρική παράγωγος της Γστο αρ: Είναι ο αριθµός 


Γρ τή) -- (ας -- 7) 
2/1 





ο. μπι , εφόσον υπάρχει. 


Αριστερή παράγωγος στο αχῃ: Ο αριθµός 


αι μα 8 ΗΗΙ 209 -/{80) , εφόσον υπάρχει. 
Χ--»ὰχρ. χιτ Χρ 
άεζιά παράγωγος στο ο 9) αριθµός 


ραρ-παρςΠασὃ--σω, 


δρ Χ «Χρ 











Παράγώωγος συνάρτηση: Αν {Γ:Χ-»]λ και Ας Χ τοσύνολοπουη { 





είναι παραγωγίσιµη, τότε η συνάρτηση 





Τι4-λδ:/Γ(8- Ππι κας ' κου . ΥχεΑά λέγεται παράγωγος 
-» 


συνάρτηση της {. 

Αναλόγως ορίζονται παράγωγοι ανωτέρα τάξης µέσω αναδροµικότητας 
Γ"α)Ξ Γ())’ κ.ο.κ. 

/ώῶ-[/ῦ9(ΩΙνκ σε κατάλληλο σύνολο που η {Γ{ είναι 


παραγωγίσιµη. 
άιαφορικό τής [ στο αχ, µε αύζήση ἠ: Αν Γ:Χ-»Ε . Ας Χ και 














είναι παραγωγίσιµη για νχεάς Χ, τότε η συνάρτηση 4: 4χὸ »ὂ 

με αϱὐ 1) Ξ- Γή, χεά, ἆεθ. λέγεται διαφορικό της Γ στο κα, 
µε αύξηση ᾖ. 

Γενικός ορισμός ασύμπτωτης: Μία ευθεία (ε) λέγεται ασύμπτωτη της 
γραφικής παράστασης της {. αν και µόνο αν η απόσταση του Μ (που 
ανήκει στο γράφημα της {Γ}) απὀ την ευθεία (ε) τείνει στο 0, όταν το Μ 


απομακρύνεται από την αρχή των αξόνων. 
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Οο: 


οις 


Κατακόρυφη ασύμπτωτη: Ἡ ευθεία χα λέγεται κατακόρυφη 
ασύμπτωτη της συνάρτησης {Γ, αν και µόνο αν συμβαίνει ένα 
τουλάχιστον από τα επόμενα: 


Ππι Γ(α) Ξ -οο ή μπι Γ() - -οο ή πι Γ() - που ή πι /(1)---οο. 


χα Χ-δᾶ 


Πλάγια ασύμπτωτη: Η ευθεία γΞ λχ-- µ λέγεται πλάγια ασύμπτωτη της 
γραφικής παράστασης της συνάρτησης {., αν και µόνο αν συμβαίνει ένα 


τουλάχισιον απὀ τα παρακάτω: Ππι ({(α)- λκ- )Ξ0θ ή 
χ--λ--οο 


Ππι ({(α) - λκ-- μ)Ξ0. Από τον ορισμό προκύπτει ότι όταν υπάρχουν 
χ--»Ἔοο 


; ς : ; . 
τα Λ, µ δίνονται απὀ τους τύπους λΞ Πτι που, 
ἆλδπο Χχ 


μ-. ἴπι (3) λμ). 


ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 


Πι: 


Πο: 


ΤΠ: 


Τα: 


Τις: 











Έστω α« βκαι Γ:(α,β) -»ΕΚπαραγωγίσιµη στο Χ,εί(ία.β).Τότεη { 





είναι συνεχής στο αρ. 

Η παράγωγος συνάρτησης σε σηµείο αρ όταν υπάρχει, είναι μοναδική. 
Θεώρημα Κος Έστω {Γ:[α.0]-»ὸ συνεχής στο [α.β] και 
παραγωγίσιµη στο (α,β) και [(α)- {Γ(β). Τότε, υπάρχει τουλάχιστον 
ένα Χρ εία.β): Γ (αρ)Ξ0. 

Πόρισμα Θ.ΕοΙο.Αν {Γ:[α. ῥ]-»Ο συνεχής στο [α,β] µε /(α)Ξ-40 και 
παραγωγίσιµη στο (α,β) µε [1-0 νχε(ία,.β). τότε {[(α)-0, 
νχ ε[α. ϱ] 

Μία Ιδιότητα που έχει συνάρτηση σε σηµείο αχῃ, μεταφέρεται σε 


διάστηµα που περιέχει το σηµείο: 


Έστω {Γ:[α.β]-ὸ 6 καιη { παραγὠωγίσιµη στο αρ ε(α, /). Τότε: 


() Αν /Γ(αρ)20, υπάρχει ὃ 20: (4) Σ Γίαρ). κ Ε(αρ,αχρΓὃδ) και 
{ας (αρ). σα εί(αρ -ὅ,χρ) 
(1) Αν {Γ(α) «0, υπάρχει ὃ 20: {(1) 5 Είαι), νΥχε(αρ --δ,αρ) και 


ας (αρ). να Ε(αρ.ὰρ Τὸ). 
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Τις: 


ΤΠ: 


Τα: 


Θο: 


Τιρ: 


Βαγροµακ: Αν µια συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη στο [α.β] µε 
Ί(α)- Γ (6). τότε η ᾖ{Γ παίρει όλες τις τιµές μεταξύ των 
ία). Γ(β). στο διάστηµα (α,β). 

Θεώρημα Μέσης Τιμής (Π.αργαπρο): Έστω Γ:[α,β]-ὸ ὃ συνεχής στο 
[α,β] και παραγωγίσιµη στο (α,β). Τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον 
αρ ε(α.β): /(Α)- {(α)Ξ(β-α)/αο). 

Αν /Γ:[α,.ῇ]-» ο είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα 4. τότε 

()). Ἡ {Γ αύξουσα στο 4. αν καιµόνοαν, /{(α)20,νχεά 

(1) Ἡ {Γ φθίνουσα στο 4, αν καιµόνοαν, Γ (9 «0, νχεά. 

Αν Γ:[α.0]-»ὸ είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα 4, τότε αν 
10920, νχεά, η { είναι γνησίως αύξουσα (ανάλογη πρόταση, αν 
Γ( «0θ.η Γ είναιγν. φθίνουσα). 

Θεώρημα Μέσης Τιμής (αμεΠγν: Ἐστω {, σ δύο συναρτήσεις συνεχείς 
στο [α. /] και παραγωγίσιµες στο (α,β) µε σ΄(α)-0. Υχεί(α,β). Τότε 


/)-/. /Γαν). 
5(/)- ία) ε΄αι) 


Κανόνες 1. Ηορρία[ 





3χρ ε(α.β): 


1. Ανοι συναρτήσεις {, σ είναι: 
( συνεχείς στο [αρ -ἠ, αρ ΓΙ. 0 
(1). παραγωγίσιµες στο [αρ --ἠ,Χῃ Εν {χρ} 


(11) ισχύει /(αο) Ξ είαο)Ξ0 


ος δω, 


ἁ--δΧρ σ() 


Τότε [πι ο 
χ-»ὰρ σ(α) τν λ 





Ξ-λεδὂ. 


2. Αν οι συναρτήσεις {, 6 είναι 
(ϐ παραγωγίσιµες στο [αρ -ἦ, αρ νέα}. 20 
(1) πι Γ(9)0, πι σ(α)Ξ0 
χ-»ὰχρ αχ-δχρ 


(1) σ(α)-0, νχε[αρ-ὖ,αρ Εᾖ]ν{κρ} 
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Πιι: 


πε ο ες μμ ο 
α--»χθ σ’ χ) α--δαρ σ(α) 





3. Αν οι συναρτήσεις {, σ εἶναι: 
() συνεχείς στο διάστηµα [αρ -ἠἔ,αχρεᾖ], ἠ 20 
(1). παραγωγίσιµες στο [αρ -ἠ,χρ Εν {αρ 


(1) ισχύει ΠΠ { (1) Ξ- οο ή --οο, ΠΠ σ(χ)Ξ- -οο ή --οο 
χ-»χρ χ-»χρ 


δή κω 
μας 


Ξλεδὂ. 





1) 
δ(α)- λ 


Τότε Ππι 
4. Αν οι συναρτήσεις {, 6 είναι: 
(). παραγωγίσιµες στο [αρ -ἠ,χρ Επ] ία) 
(1). Ἠπι Γ(α) Ξ ορ ή --οο, ΠΠ σ(α)---κοο ή --οο 
χ-δαρ χ-»δὰχρ 


(18) σα) --θ, νχε[αρ -ἦ,λρ Εἡ]ι {αρ}. 


Τότε ισχύει: [πι {9 Ξλεδ -» Ιπι ιδ ας 
α-δαρ ο (αχ) κ-δαρ σ(χ) 





ΓΕ εγηιαί: Αν η { είναι ορισμένη στο (α,β). αν στο αρ ε(α.β) έχουμε 


ακρότατο καιαν η / είναι παραγῶγίσιµη στο (α,β). τότε { (α)Ξ0. 


:. Τοδτης α παραγώγου για ΠΊαχ καὶ ΜΗΙΠ: Αν η συνάρτηση { είναι: 


1. Συνεχής στο αρ 

2. Με ή χωρίς παράγὠγο στο αρ, αλλά 

3. Παραγωγίσιµη στα διαστήµατα (αρ -Ί, αρ). (αρ,αρ Επ) και 

Αν Γ (920, νχε(αρ--ᾖ,αρ) και Γ(α) «0, σαχ ε(αρ,αρΓᾖ) τότεη { 
παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στο αχ ή 

Αν Γ (9) «θ, νχε(αρ-ᾖ,αρ) και Γ(α) 50, νχε(αρ.αχρ-Γἠ) τότεη { 


παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο αρ. 


:. Τοδτης β’ παραγώγου για πιαχ και ΜΙΙΠ: Αν για τη συνάρτηση /Γ ισχύει 


ότι; 


1. Ὑπάρχει η πρώτη παράγωγοςτης να ε(αρ--ᾖ,αρ -- 1) 
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2. /Γ{αΞ0 

3. Ὑπάρχειη Γ’(αρ). τότε: 

α. Αν {΄(α/) 20 η Γ παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο αρ 

β.Αν {Γ”(α) «0η {Γ παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στο αρ 

γ. Αν /Γ’"()Ξ0 τότε βρίσκουμε την πρώτη µη μηδενιζόµενη παράγῶγο 
{α9) 0. 

Αν } περιττός τότε δεν έχουµε ακρότατο στο αρ. 


Αν η άρτιος και /{ (κ) 50. έχω ελάχιστο. Αν {ΓὈ()) «0, μέγιστο. 


: Ανη Γ:4-»ὸ τόὀενα,βεάµεα«βκαια-«κς«β έχω 


1α)-/(α) 14) 14) 
χ--ᾱ β-α 


«ια κοίλες ισχύει η αντίστροφη 





} κυρτή» 


ανισότητα). 


Έστω {Γ:4-»ὅ.η { παραγωγίσιµη στα α,βε-κ καιη { κυρτή, τότε 


ία) « Γ(β). (Για κοίλη έχω αντίστροφη ανισότητα). 


: Αν Γτ4-»0 καιη {Γ παραγωγίσιµη. Τότε αν η /’ γν. αύξουσα στο 4, 


τότε η / είναι κυρτή συνάρτηση στο 4. Αν η {’ γν. φθίνουσα στο ά, 


τότεη { είναι κοίλη συνάρτηση στο 4. 


 (ὠσΠςοη) Αν η { κυρτή σε διάστηµα (α.β). τότε Ὁχι.χ2 ε(α.β) θα 





Ἓσε]ς Γι) {(α2) 


. και αντιστρόφως. (Για 
2 2 ρόφως. {( 


ισχύει η σχέση { 


κοίλη έχω αντίστροφη ανισότητα). 


:. Ανη Γ είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο 4Ξί(α. β) 


1. Αν Γ (0920, νχεά, τότεη {κυρτή στο 4. 
2. Αν Γ’(α) «0, νχεά,τότεη / κοίλη στο 4. 


:. Αναγκαία συνθήκη σημείου καμπής: Αν το Μία, Γ(αρ)) είναι σ.κ. της 


γραφικής παράστασης της { και η { είναι δύο φορές παραγωγίσιµη, 
τότε [’(αϱ)Ξ0. 


:Ἱκανή συνθήκη σηµείου καμπής: Έστω {Γ:(α,.β)-»Ο και αρ εί(α.β). 


Αν η Γ” αλλάζει πρόσημο εκατέρῶθεν του αρ και υπάρχει εφαπτομένη 
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στη γραφική παράσταση της { στο (αρ. Γ(αφ)) τότε στο αῃ έχω σηµείο 


καμπής. 


δ. ΟΛΟΚΛΗΡΟΣΗ 


ΟΡΙΣΜΟΙ: 


Οι: 


Ο:: 


ος: 


07: 


Αρχική ή παράγουσα συνάρτήσης ἤ αντιπαράγωγος της {[ Έστω 
Γ14-»ὸ. Αν Π:4-» είναι συνάρηση τέτοια ώστε 
Γ΄ (4) Ξ {Γ(9, νχε 4, τότε η Ε λέγεται µία αρχική ή µία παράγουσα της 
Ί στο 4. 

άιαμέριση ενός διαστήματος 4{-Ξ[α,. β]: Είναι ένα διατεταγμένο σύνολο 
ο ορώ ηι σημείων του 4. τέτοιων ώστε: 
αξκῃ «χι (λος... Χχ/Ξβ. 

επτότερη διαµέριση: Αν Ρ µία διαµέριση του [α,β]. και Ρ᾽ µία άλλη 
διαµέριση για την οποία ισχύει Ρα Ρ᾽. τότεη Β᾽ θα λέγεται λεπτότερη 
διαµέριση από την Ρ. 

ΝΟΥΗΙ ή λεπτότητα διαµέρισης Ρ: Συμβολίζεται µε | ΡΙΙ ή Λ(9) και 
ορίζεται ὡς | ΡΙΞ πιαΧήχι -ᾱῃ, 2 --ἅι....νΧ 


η ἁι 1} όπου χι, ΙΞξθ( ή 


τα στοιχεία της διαµέρισης Ρ. 











Κάτω άθροισμα της ως προς διαµέριση Ρ: Αν Γ:[α,0]-»Ἴκαι { 





φραγµένη . συμβολίζουμε µε /({,). το διαβάζουμε «Κάτω άθροισμα 


της ως προς ὁδιαµέριση Ρ» (Το Ι, απὀ το “Ίον”) και ορίζουμε 


ΙΕ.) πα (ει --ἓ |) όπου μι, -- πΕ(/ (0) έν, κ εσ ηλ 
ἴΞ] 











Άνω άθροισμα τής Ἰ Ὡὠς προς διαµέριση Ρ: Αν {Γ:[α,.β]-».και { 





φραγµένη . συμβολίζουμε µε Ο(/,Λ). το διαβάζουμε «Άνω άθροισμα 
της Γ ὡς προς διαµέριση Ρ)» (το ῦ απὀ το “Όρρεγ” και ορίζουμε 
ὐ(/.Β)ΞΣΜ/Ιένι), όπου Μ; Ξεαρ/{ (0: ἐν ισέςσ. 

151 


Άνω ολοκλήρωμα ΚΙΘ6ΗΙάΠΗ: Αν [Γτ[α.ῇ]-»ὸ και Γ φραγµένη, τότε 


β 
ως άνω ολοκλήρωμα ορίζουμε τον αριθµό [/ π1π{ σ(.Ρ). 
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Ος; 


Οο: 


Κάτω ολοκλήρωμα ΚΙΘΠΙΑΠΗ: Αν Γ:[α,.β]-ὸ ὂ και { φραγµένη. τότε 
β 

ὡς κάτω ολοκλήρωμα ορίζουµε τον αριθµό [Γ-5αρ/{{.Ρ). 
α ο 


Συνάρτηση ολοκληρώσιμη κατά ᾖἠΠΚΙΟΠΙΑΠΗ: Αν {Γ][α.β]-ὸὀ 


φραγµένη., τότε θα λέγεται ολοκληρωμένη κατά ΕΙΕΠΙΔΠΠ αν και µόνο αν 


-θ 46 
οκ, 


:. Ολοκλήρωμα ΚΙ6ΠΙάΠΗ: Ἡ κοινή τιµή της (1) στον προηγούμενο ορισμό. 
:. Ολοκλήρωμα ΚΙ6ΗΙάΠΗ-ιδΗο[ί]ος. Έστω α«β, Γτ[α.β]-» 0 . φραγµένη 


συνάρτηση. Έστω φϕφ µία αύξουσα συνάρτηση φ:[α.ῤ]-»ὸ και 
Ραμσή ς«...«ἶ,ξ β} µία διαµέριση του [α,β]. Ορίζουµε ὡς 


Κάτω άθροισμα της { ὠς προς τή συνάρτηση ᾧ και τή διαµέρισήη Ρ τον 
αριθµό Ι{1,Φ.) Ξ Σπι(φ(έ/) -- φίέ; |)). όπου τα ππ; ορίζονται όπως στο 
η] 


ολοκλήρωμα ΕΙ6πΙ8ΠΗ. Ομοίως ορίζουμε 
Άνω άθροισμα τής ως προς τή συνάρτηση φ και τή ὁδιαμέριση Β, τον 


αριθµό Ὁ -(1,φ.0)- Σ.Μ.(Φ(έ/) -- φίέ; ι))., όπου τα ΛΜ ορίζονται όπως 
5! 


και στο ολοκλήρωμα ΕΙΘΠΙΑΠΗ. 

Κάτω ολοκλήρωμα ΚΙΘΙΊΑΠΠ-ΦΗἱΘ[{]65 είναι ο αριθµός 
πρ ΞδΗρ{{ (1... 8): Ν διαµέριση του [α,β] 

-. ολοκλήρωμα ΓΙΘΙΊΑΠΠ-Φ1ἱΘ[{]65 είναι ο αριθµός 
{νρ ΞΙΠΠΟ(1,Φ, Β): Ρ διαµέριση του [α, β]} 


β β 
Ἡ /Γ ολοκληρώσιµη κατά Κ--δ αν και µόνο αν [ /1φ-- { /φ η δε κοινή 


τιµή (όταν υπάρχει) λέγεται ολοκλήρωμα Κ--δ τῆς [. 


:. Κύμανση της { ὡς προς τή διαµέριση Ρ: Αν Γ:[α.β]-» ὂ συνάρτηση 


και Ρ µία διαµέριση του [α,β] τότε η κύμανση της { ὡς προς τη 


διαµέριση Ρ είναι ο αριθµός Υ(/,Ρ)-Σ1 Γ(1)-- Γ(ι)|. 


181 
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: Ολική κύµανση της ᾖἸἹ στο τΊαιῤ]: Είναι ο αριθµός 


Υ (0 Ξ σιρ{Ψ(/.β): Ρ διαµέρισητου [α.β]). 


:. Συνάρτήηση φραγμένης κύµανσης: Όταν Υ (1) « -οο. 


:.Απόλυτα συνεχής συνάρτηση: Μία {Γ:[α,.β]-»ο λέγεται απόλυτα 


συνεχής στο [α,β]. αν ψε»θ0,3ὸδ2Σ0: αν 


(αι, βι), (α.. β2). (ας, ῥ1).... (αι. η) ξένα ανά δύο ανοικτά 


υποδιαστήµατα του [α. ϐ] και Σ(β,--α) « ὃ τότε 
1Ξ1 


ΣΙ) ία) κε. 


: Μήκος συνάρτησης / από το α έως το β: Αν {Γ:[α.β]-»ὸ συνεχής 


συνάρτηση και β µία διαµέριση του [α. ῥ] τότε ορίζουμε 





μίΓ,Β) - ψ(ὲ--(7 (εν --ε)” ΕΕ (έρ--έμ 1)” . Ισχύει ότι 
οςκγ,βσμί/,θς(-α)τν.Ρ 

Ως μήκος τής Γ . ορίζουμε το: µ(1 -σαρίμ({.β): Ρ διαµέριση του 
[α,ϱ]). 


τ Η Γευθυγραμμµίσιµή στο [α.β]: Όταν (1) «οσο. Από (Ἠ) φαίνεται ότι 


όταν η {Γ είναι φραγµένης Κκύμανσης στο [α.ῤ] θα είναι και 


ευθυγραμµίσιµη σ’᾽ αυτό. 


:. Τοπικά ολοκληρώσιµηή συνάρτηση: Μία συνάρτηση /τ[α. ῥ]-»ο θα 


λέγεται έτσι, αν είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό πεπερασμένο 


υποδιάστηµα του 4. 


:. Γενικευμένο ολοκλήρωμα από α έως «οσο: αν Γ:[α.-οο)-»ὸ µια 


τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Τότε ορίζουμε «ὡς γενικευµένο 


ολοκλήρωμα της { απὀ το α έως το οσο «ὡς ακολούθως 


ο. (αλά Ξ ος { Γκ. 


Το β΄ µέλος µπορεί να είναι αριθµός πραγματικός, --οο,--οο ή να µην 


συγκλίνει πουθενά το όριο. 
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Ο20: Γενικευμένο ολοκλήρωμα από --ο έως β' Όπως και πριν αν 


β β 
Γ 1 (-οο,β] µια τοπικά ολοκληρώσιµη τότε [/Γ(α)άκ :- Ππι [1(α)άκ. 
αν 


--οο 


:. Γενικευμένο ολοκλήρωμα από --οο έως --οο; Αν Γ:0 -»ὂ µια τοπικά 


ολοκληρώσιµη συνάρτηση, τότε 


Ἐκωώ-- [κάνε [(θάς-- ἵπι [ Γ(θάνε ο. δρᾶς. 
ο .. , α--ορ, ο η 


οο 
:. Πρωτεύουσα τιµή κατά (απο) (Ο.Ρ.Υ:) του [ Γ(α)άκ : Εξορισμού 


--οο 


ον [/(ὠάς-- πι ᾖ (04: 


:. Απόλυτη σύγκλιση γενικευµένου ολοκληρώματος: Αν {Γ:[α,οο) -» ὃ 


οσο 
µια τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση, και [ {(α) | ἄν «--οο, θα λέμε ότι 


α 
οο 
το [/(α)ᾶχ συγκλίνει απόλυτα (ή ότι η { είναι απόλυτα 
α 


ολοκληρώσιµη). 


οο 
:. Σύγκλιση γεν. ολοκληρώματος υπό συνθήκη: Αν [/(α)άκ « -οο και 


9ο 9ο 
[Γ)ά Ξοο, τότελέμµε ότιτο {| /Γ(α)άχ συγκλίνει υπό συνθήκη (ή ότι 


η { είναι υπό συνθήκη ολοκληρώσιμη). 


: Αν Γτ(α,0]-ὸ» µια τοπικά ολοκληρώσιμη συνάρτηση, τότε 


β λ 

[ΓαΩάΞ πι [/α)ά. 

α λα”. ᾱ 

Αν σ:[α.β)-»ὸ επίσης µια τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση. τότε 
β λ 

[ΓωάΞ πι [Γαλ 

α 12β α 

Αν ᾖ:(α.β)-ὸ»0 µια τοπικά ολοκληρώσιμη συνάρτηση τότε 


ῤ ῤ 
[άν -- [άν ᾗ/(αλῶν (α«}«β). 
α α γ 
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Πρωτεύουσα τιµή κατά (αμα) γεν. ολοκληρώματος β΄ είδους 


συνάρτησης Γ:(α.β) -» ὃ Των 


--οο 


β γ-ε β 
οΡγ.[ Γον δὴ [ άν [ [ων 


τε 


ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ: 


Πι: 


Πο: 


81: 


Θς: 


ῶς: 


Αν Β., Γ) δύο αρχικές συναρτήσεις της / τότε διαφέρουν κατά σταθερά. 
Αν ΓΠ αρχική της {Γ, τότε καιη ΕΕ ΞΕκ6 µε 6 σταθερά, είναι 
αρχικήτης /. 
Αν για τις ᾖ{,:4-»ὀ υπάρχουν τα αόριστα ολοκληρώματα στο 4. 
τότε υπάρχει Και το αόριστο ολοκλήρωμα της συνάρτησης ει {1 -σ. [2. µε 
61. ο) σταθερές και ισχύει: 
Πίοι Γι (0) σ2 {ο (α)]άχ -- οι [Γι (αλάχ τε, [1ο (α)ᾶκ. 
Ολοκλήρωση µε αντικατάσταση: Αν 4. β δύο διαστήματα και 
Τ14-»6 µια συνεχής συνάρτηση και φ:-»ὀ µία παραγωγίσιµη 
συνάρτηση µε φ΄(0-0, νιεβ και έτσι ώστε Κίφς 4 και 
ε()- /Γ(ο(ϐ).φ{θ. 1ΕΒ, τότε [Γ(αλάν κος [1 ((0)φ(θάι. όπου 
στο δεύτερο ολοκλήρωμα, µετά τον υπολογισμό του, επανερχόµεθα στην 
αρχική μεταβλητή θέτοντας {-- ϕ'(α). 
Παραγοντική ολοκλήρωση: Αν οι συναρτήσες ᾖ{,5σ είναι 
παραγωγίσιµες σε ένα διάστηµα 4. και η συνάρτηση /’΄οςσ έχει αόριστο 
ολοκλήρωμα στο 4, τότε και η ος’ έχει αόριστο ολοκλήρωμα στο 4 
και ισχύει: 

1ω:εωά- Γαε(α)-[/ωεαώ, αεά. 
Άνω και κάτω ολοκλήρωμα: Αν {Γ:[α.β]-»ὸὀ µια φραγµένη 


συνάρτηση, τότε υπάρχει το κάτω και πάνω ολοκλήρωμα της { και 


7χ ἶ Τωακ. 


[5 ----ι ος 
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87: 


Θς; 


Θεώρημα Ἰαγβοιικ για άνω και κάτω ολοκλήρωμα: Αν Γ:[α,.ῇ]-»όο 


β 
µια φραγµένη συνάρτηση, τότε ψε»0, 3ὸδ20:0(5,.β« [αλά κε 


β 
και 1(9, /) Σ [Γ(άκ --ε για κάθε διαµέριση Ρτου [α. /] µε]|Ρ|Κδ. 


Κριτήριο ολοκληρωσιμότητας ΓΚΙΘΠΙάΗΗ (Μορφή 4’ Μια φραγµένη 
συνάρτηση /Γ:[α.β] -» ὃ είναι ολοκληρώσιμη κατά ΕΙεπιαΠη στο [α,β], 
αν και µόνο αν, νε»0θ,3ὸ«0:0(8, {)- Ι(Λ8. )«ε, ν διαµέριση Ρ µε 
ΙΡ]Κὸ. 

Κριτήριο ολοκληρωσιμµότητας ΓΚΙΘΠΙάΠΗΠ (Μορφή Β᾽) Μια φραγµένη 
συνάρτηση {Γ:[α.ῇ]-ὸὀ είναι ολοκληρώσιµη στο [α.ῤ] αν και µόνο 
αν, νε»0., υπάρχει διαµέριση Β του [α.ῤ] για την οποία να ισχύει 


ῦ(Ρ. Γ)--Ι(Ρ.ῇ)«ε. 


: Αν η Γτ[α.β]-»ὸ έχει πεπερασμένο αριθµό σημείων ασυνεχείας στο 


[α. ϐ] και είναι φραγµένη. τότε είναι ολοκληρώσιµη κατά ΕΙεπΙ8ΠΗΏ στο 


[α,β]. 


: Αν Γτ[α.β]-»ὸ είναι µια μονότονη συνάρτηση. τότε αυτή είναι 


ολοκληρώσιµη κατά ΕΙΕΠΙΑΠΠ στο [α,β]. 


:. Γραμµικότητα του ολοκληρώματος ΚΙ6ΠΙΑΠΗ: Αν [Γτ[α.ῇ]-ὸ0 και 


σ][α.ῇ]-ὸ ὃ ολοκληρώσιμες κατά ΕΙΕΠΙάΠΗ τότε και η κ:./Γλ:σ. 


κ.λεὂ είναι ολοκληρώσιµη στο [α. /] και ισχύει: 


ῤ β β 
[κ Ε(α) Ελ σ(α)]ών κ[{(α)άν ελσ(α)ά.. 


: Αν [Γ,σ.[α,ῤ]-ὸ0 και είναι ολοκληρώσιμες, τότε ισχύουν τα 


παρακάτω: 


α. Αν {(α) 20, νχε[α, β] τότε {αάς 20 


β.Αν {(α)ς σ(α), νχεἶ[α.β] τότε {πῶς - τος 
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γ. Αν {(α)20,νχε[α.β] και υπάρχει ςε[α.β] µε {(0 20 καιη { 
β 
συνεχής στο ο, τότε {/(α)ᾶχ 20. 


δ. Αν {(α)ς σ(α), νχε[α, ῥ] και υπάρχει 6«ε[α.ῤ] στο οποίο οι {,5σ 


ῤ β 
είναι συνεχείς και /(6) « σ(6) τότε [ Γ(α)ώι « [σ(α)ά.. 


: Αν Γτ[α,ῤ]-»6 ολοκληρώσιµη, τότε και η | {| είναι ολοκληρώσιµη 


και ισχύει: 





ῤ 
[αλά 





ῥ 
κ[ια)ά. 


: Αν η Γτ[α.β]-»ὸ είναι ολοκληρώσιμη, τότε και η {Γ΄ είναι 


ολοκληρώσιµή. 


: Αν /Γ,στα.ῤ]-»ό ολοκληρώσιµες, τότε και η {Γ:σ είναι 


ολοκληρώσιµή. 


:. Έστω {:[α,β]-ὸ ὃ ολοκληρώσιμµη συνάρτηση. Αν Ε:[α./]-»ὸ µε 


Ε(α)Ξ [Γ(θάΓ, τότε η Ε είναι παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο αρ στο 


α 


οποίο η / είναι συνεχής και Ε΄ (αρ) Ξ Γίαρ). 


: Αν Γτ[α,ῤ]-»0 είναι συνεχής στο [α.ῤ] και Ε,:[α.β]-»ὸ µε 


Ε(ὠ- ᾗ Γ(0ά:. τότε 3 η ΡΕ’ και Ε΄ (3) Ξ {Γ(). σα ε[α.β]. 


:. Θεμελιώδες θεώρημα του Απειροστικού ογισμού: Έστω { µία 


συνεχής συνάρτηση στο [α.βῤ]. Τότε µια συνάρτηση Γ][α.β]-»ὸ 
ικανοποιεί τη σχέση ᾖ|[/(θα:- σ(α)- ία). αν και µόνο αν 


Γ΄ (4) Ξξ Γ(), νχ εἶα,β]. 


: Αν Γτ[α.β]-»ὸ είναι ολοκληρώσιµη και στ[α.0]-»0 µια 


β 
οποιαδήποτε αρχική της /Γ. τότε [ Γ(αλάχ - σ(β) --σία). 


:.Ηρώτο θεώρήηµα Μέσης Τιμής Ολοκληρωτικού {ογισμού: Ἔστω αν 


Τ,. 5 δύο συναρτήσεις, τέτοιες ώστε οι {:σ και 5 να είναι 


ολοκληρώσιµες στο [α,β]. Αν: 
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α.πις [()ςΜ, νχε[α,β] 


β. Η σ είναι σταθερού προσήµου στο [α,β]. δηλαδή οσ()20 ἠ 
β β 

σ(9)ς«0., νκχε[α.β] τότε: 3η ε[πι,Μ]: [{(α)ε(α)άχ -π | σ(α)ώχ. Αν 

επιπλέον η νά είναι συνεχής, τότε 


β β 
Ἀχρ ε[α,β]:[/αλεαλάΞ Γ(αο)[ε(θάς. 


β 
Ὡς πόρισμα, για οσία)Ξ1Ι προκύπτει [ {(α)λάχκ--π(β-α) και αν { 


β 
συνεχής [ /(αλάκ -- Γ(αο)β--α). 


2,2: άεύτερο Θεώρημα Μέσης Τιμής Ολοκληρωτικού {ογισμού: Έστω σαν 
Τ,στ[α. ϱ) -» ὃ γιατις οποίες ισχύει: 
α. Η { μονότονη στο [α,β] 
β.η σ ολοκληρώσιμη και σταθερού προσήµου στο [α.ῤ]. δηλαδή 
σ(α) 20 ἠ σ(α)ς0, νχε[α,ρ]. 


Τότε, υπάρχει χρ ε[α,β]: 


ῤ αρ β 
[ωὐε(α)λάι- {(α) [ελ ε{(Α)-[εωα. 
α α ἕ 


Το θεώρημα γενικεύεται και όταν η σ είναι απλώς και µόνο 
ολοκληρώσιµή. 

Θ2:: Θεώρημα Βοηπεί: Έστω σ[α.β]-»ὅ ολοκληρώσιμµη στο [α,β] και 
σταθερού προσήµου. Τότε: 


(). Ανη Γ είναι φθίνουσα και θετική, τότε 3χι εἶα, ῥ] 


β ὰ] 
[/ωεαλά- /(α). [ε(0άκ. 


(1) Αν η /{ αύξουσα και θετική. τότε 3χ, ε[α,β]: 


4 β 
Γωεαά- {(Α)ε(ά.. 


Οµοίως το Θεώρημα γενικεύεται και όταν η σ είναι απλώς και µόνο 


ολοκληρώσιµη. 
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ΠΙΝΑΚΑΣ ΕΠΕΞΗΓΗΣΗΣ ΣΥΜΒΟΛΩΝ 


:Το σύνολο των Πραγµατικών αριθμών. 

:Το σύνολο τῶν ακεραίων αριθμών 

: σύνολο των Ρητών αριθμών 

:Το σύνολο των Φυσικών αριθμών 

:Το σύνολο τῶν θετικών µη µηδενικών στοιχείων του Α 


Το σύνολο τῶν αρνητικών µη µηδενικών στοιχείων του 
Α 


:Άλεφ μηδέν 

'Η συνάρτηση Γτου χ 

:Η δεύτερη παράγωγος συνάρτηση της ἓ 

-η- τάξεως παράγωγος συνάρτηση της Ε 

:Το σύνολο τιµών της συνάρτησης Ε 

:Η παράγωγος συνάρτηση της Ε 

:Το χ τείνει στο χο 

:Το χ τείνει στο πλην άπειρο 

:Το χ τείνει στο συν άπειρο 

:Η ακολουθία {ῃ τείνει στην Ε 

:Η ακολουθία {πι τείνει ομοιόμορφα στην Ε 

Ὃι εικόνες του συνόλου Α µέσω της συνάρτησης Ε 
:Αὐξουσα συνάρτηση Ε 

(Φθίνουσα συνάρτηση Ε 

Σνησίως αύξουσα συνάρτηση Ε 

νησίως φθίνουσα συνάρτηση Ε 

:Το σύνολο τιμών της Ε 

Οι φυσικοί µ.ν έχουν μέγιστο κοινό διαιρέτη την µονάδα, 
δηλ. είναι πρώτοι μεταξύ τους ή πρώτοιπρος αλλήλους. 
Περιοχή κέντρου χρκαι ακτίνας ε ,το διάστηµα (χρ-ε,χοε) 














Εΐναι το σύνολο Κι) {19ο,--οο) 


:Το σύνολο τῶν απείρων όρων της ακολουθίας αν 
Ἕνας καλύτερος συμβολισμός του προηγουμένου 
Ἕνας λιγότερο καλός τῶν δύο προηγουμένων 

:Ο π-οστός όρος της ακολουθίας {α,),.,, Καμιά φορά, 


καταχρηστικά , όταν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης, 
συμβολίζει και την ίδια την ακολουθία. 


:Ὑπακολουθία της απ 
ππιος 5ΗροΓΙΟΓ 
άπιες ΙΠ{ςΤΙΟΓ 


ΦΙΡΤΕΠΙΗΠΙ 
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1ΠΓ 
Ππια, 


5 


π 


(499 
κ 

Γ 
1.8) 
σᾳ.Ρ) 


β 
μι 





[ 


μή.) 
νο) 
μή. 8) 
0 


Έτωαν 
Ττωαν 
ῃ 

[ας 


4 
[ως 
[ως 


σ η] αλα 


ΙΠΙΠΠΙΗΠΙ 


Ὅριο της ακολουθίας αι 


ππαι Ἔσ, Έα, Ἔᾱι Ε.. αμ δα 


αι ται αι ται ....α, ἘιιΞξ Ππιδ, 


πε) 

:Η αντίστροφη συνάρτηση της Ε 

:ΠΟΓΠ 

Κάτω άθροισµα της Εως προς την διαµέριση Ρ 
:Ἄνω άθροισµα της Γὠςπροςτην διαµέριση Ρ 


Κάτω ολοκλήρωμα ΕΙεπιαήΠ 


«Άνω ολοκλήρωμα ΕΙΕεπΙάΠΏ 


:(Κύμανση της Γῶςπροςτην διαµέριση Ρ 

(Κύμανση της 

:Μήκος της συνάρτησης Εωςπρος την διαµέριση Ρ 
:Μήκος της συνάρτησης Ε 

:Γενικευμένο ολοκλήρωμα της συνάρτησης Ε από α έως 
συν άπειρο 

:Γενικευμένο ολοκλήρωμα της συνάρτησης ΕΓαπό πλην 
άπειρο έως συν άπειρο 


:Γενικευμένο ολοκλήρωμα της συνάρτησης Ε από πλην 
άπειρο έως β 


Ὁρισμένο ολοκλήρωμα της συνάρτησης Γαπό α έωςβ 
:Αόριστο ολοκλήρωμα της συνάρτησης Ε 
«Πρωτεύουσα τιµή κατά (δ8ιςΏγ του γενικευµένου 


ολοκληρώματος από πλην άπειρο έως συν άπειρο τῆς 
συνάρτησης Ε 
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11. 

42 
43,68.175.192,356 
55,955 
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ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ 


Βιβλία που σιμοποιήθηκαν στο γενικό Α΄µμέρος της Εργασίας: 


Αναπολιτάνος Δ.Α. «Εισαγωγή στήν «Φιλοσοφία των Μαθηματικών» Εκδόσεις 
Νεφέλη -- Αθήνα 1985 


Αντωνοπούλου Κυριακούλα «Η «ιΠδασκαλία της Γραμμικής Άλγεβρας μέσω 
Αντιπαραδειµάτων» Διπλωματική Εργασία -- Βιβλιοθήκη Μαθηματικού τμήματος 
Παν. Αθηνών 

Αραχωβίτης Ιωάννης «Έννοιες και Ιδέες από τήν ιστορία των Μαθηματικών αρωγοί 
στη σύγχρονη διδακτική τους» Πρακτικά 19” Πανελλήνιου Συνεδρίου Μαθηματικής 
Παιδείας σελ.Ι163-174 .-Κομοτηνή Νοέμβριος 2002 

Αραχωβίτης Ιωάννης-Αντωνοπούλου Κυριακούλα «ΠΠ τιμη Αριστοτέλεια {ογική, 
το Αντιπαράσδει)µα και Ἡἡ χρήση του στην διδασκαλία τής Γραμμικής Άλγεβρας» 
Πρακτικά 19”. Πανελλήνιου Συνεδρίου Μαθηματικής Παιδείας .σελ. 224-236 
Κομοτηνή Νοέμβριος 2002 

ΒΕΠ Ε.Τ. «Οι Μαθηματικοί» Πανεπιστημιακές εκδόσεις Κρήτης Ηράκλειο 2001 
ΕΒτὶσος ζομη -- Ρεαί Ρανίά Ε. «0 Ταραγµένος Καθρέφτης» Εκδόσεις Κάτοπτρο 


Γαγάτσης Αθανάσιος «4ιδακτική των Μαθηματικών» Ἐκδόσεις «ΑΚΤ οἳ 
ΤΕΧΤ)Α.Ε,. «Θεσσαλονίκη 1995 


6µαΙπιειγς Α.Ε. «ΤΙ είναι αυτὀ που λέμε Επιστήμη,» Πανεπιστημιακές εκδόσεις 
Κρήτης -Ηράκλειο 2001 


Δαμαλάς Γεώργιος «Το Αντιπαράδειγµα και η 4ιδακτική του Σημασία» Πρακτικά 
15”. Πανελλήνιου Συνεδρίου Μαθηματικής Παιδείας σελ.Ι70 --Ι76 . Χίος. 
Νοέμβριος 1905 


Δρόσος Κώστας Α. «Εισαγωγή στην Μαθηματική Σκέψη» Τόμος Ι; Μαθηματικές 
Περιηγήσεις -Τμήµα Μαθηματικών Παν. Πατρών. 


Δρόσος Κώστας Α. «ΓΠΠεριήγήηση στα Μαθηματικά» Πανεπιστήμιο Πατρών -Πάτρα 
1956 


Δρόσου Κάστα Α. -Σιαφαρίκα Παναγιώτη «Βασική αφήρηµένη Ανάλυση» - Πάτρα 
1976 


Γανὶς Ρ.].ΗειςΗα Κ. «Η Μαθηματική Εμπειρία» Ἑκδόσεις Τροχαλία --Αθήνα. 


Εκπαιδευτική Ελληνική Εγκυκλοπαίδεια «Μαθηματικά --Φυσική --Χημεία» τ. Α΄ 
και Β΄ -Εκδοτική Αθηνών. 


(αγάπει Ματ «Η Μαγεία των Παραδόζων» -Εκδόσεις Τροχαλία-Αθήνα 1959 
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(αγάπες Μαγίϊπ «Το πανηγύρι των Μαθηματικών») -Εκδόσεις Τροχαλία 


Ηοννατᾶ Ενες «Μεγάλες στιγμές των Μαθηματικών µετά το 1690» Εκδόσεις Τροχαλία 
-Αθήνα 1990 


Κολέζα Ε.Γ. -ΨΜακρής Ι.Ν. -- Σούρλας Κ.Β. «Θέματα διδακτικής των 
Μαθηματικών» Εκδόσεις (πίοεηβετρ Αθήνα 2000 


Κολέζα Ευγενία «ΙΓνωὠσιολογική και Διδακτική Προσέγγιση των στοιχειωδών 
Μαθηματικών Εννοιών» Εκδόσεις Τ,οαἆοιτ Βοοκς -- Αθήνα 2000 


ΚΙπε Μοντ «Τα Μαθηματικά στον 4υτικό Πολιτισμό» Τόμος Β΄ Μετάφραση 
Σπύρος Μαρκέτος -Εκδόσεις Κώδικας 


Γ αΚαίΐος Ίπαιγο «Αποδείξεις και 4νασκευές-Η 4{ογική της Μαθηματικής ανακάλυψης» 
Εκδόσεις Τροχαλία --Αθήνα 1996 


ΓΕ εἰεκ Απάγζε] «Εισαγωγή στα Σύνολα και την Τοπολογία» Εκδόσεις Τροχαλία. 
Μπαοι ΕΠ «Τριγὠνομετρικά 4ουκούμια» Ἑκδόσεις Κάτοπτρο --Αθήνα 2002 


Πατάκη «{εζικό Μαθηματικών»(Ώιάειπ , Εεομπει απά ΜείπεπιαΙκ) Μετάφραση -- 
επεξεργασία Ι.Ν. Παντελίδη-Λ.Χ. Κραββαρίτη -Αθήνα 1997 


ῬιςΚκειΓ Κιάγ «Το Άπειρο και ο Νους» -Πανεπιστημιακές εκδόσεις Κρήτης -- 
Ηράκλειο 1999 


Ο4ΥΥΥΕΙ ΥΥ.ΥΥ. «ΤΠ είναι ο Απειροστικός 4{4ογισμός» Ἐκδόσεις Τροχαλία --Αθήνα 1993 


οε]άεπ ἆομπ - Φε]άεπ Αππίε «ΤἨο Κοῖο οί Εχαπρίθς ἵπ [,δαγπίηπρ ΜαίΠοπια[ἰσδ» 
1995 Πίίρ://Ν/νννν.πιαα.οἵρ/{ απά |/ςαπιρ]οτ/τς 5.ΠίΠΙΙ 


οἱησ] ΙΠΙΟΠ «Το τελευταίο Θεώρημα του Φερμά» Εκδόσεις ΠΠ. Τραυλός --Αθήνα 
1995 


οίέγυ]]ς ΓΙΓ]ς Ὁ. «Συνοπτική Ιστορία των Μαθηματικών» Ἑκδόσεις [.Ζαχαρόπουλος -- 
Αθήνα 1952 


Τουµάσης Μπάμπης «Σύγχρονη 4Πδακτική των Μαθηματικών» Εκδόσεις (πίεηῦετρ 
Αθήνα 2000 


γΠεπκήη Ν. Ύά «4ναξητώντας το Άπειρο» Ἑκδόσεις Κάτοπτρο -- Αθήνα Απρίλιος 
1997 


Φάππα Νίκου Α. «ΒΠ απόδειζη στα Μαθηματικά» -Αθήνα Ιανουάριος 1990 


353 


Βιβλία που σιµοποιήθηκαν στο Β΄ ειδικό µέρος της εργασίας. 
Άγγες Εγαπίς «Γενικά Μαθηματικά» 950 4υμένα και Ι109δ άλυτα προβλήματα -- ΕΣΠΗΠ 
Αθήνα 1983 
Αγάπης Τάσος «Μελέτη και γραφική παράσταση Συναρτήσεων» -Αθήνα Ιούνιος 2001 


ΒΕΙΠΙΑΠ (.Ν. «Προβλήματα Μαθηματικής Αναλύσεως» Τόμος Α΄Εκδόσεις Ι». 
Σπηλιώτη Αθήνα 1997 


Γαλάνης Ε. «ΕΙἰσαγωγή στην Πραγματική Ανάλυση» «Εκδόσεις Συμεών -Αθήνα 19586 


Γιαννακούλιας Ευστάθιος «Σηµειώσεις στην διδακτική του Απειροστικού 4{ογισμού» 
«Αθήνα 11/4/2002 


(εἴραμπι Βοεγπαγά Κ.- ΟΙπιςίεά ο Μ. “Οοιμπίογεχαπιρί6ς ἵπ Απαϊγςίς -Ηο]άεπ 
Ώαγ , Ιπο ΡαΠ Εταποίςοο 1964 


Κάππου Δημητρίου Α. Μαθήματα Αναλύσεως «Απειροστικός 4{ογισμός» Τεύχος 
Α΄ Αθήνα 1962 


Κάππου Δημητρίου Α. Ασκήσεις Αναλύσεως «Απειροστικός 4{ογισμός» Τεύχος 
Α΄’ Αθήνα 1964 


Κάππου Δημητρίου Α. Ασκήσεις Αναλύσεως «Απειροστικός 4{ογισμός» Τεύχος 
Β΄ Αθήνα 1965 


Κάππου Δημητρίου Α. Ασκήσεις Αναλύσεως «Απειροστικός 4{ογισμός» Τεύχος 
Γ’'Αθήνα 1967 


Κυβεντίδης Θωμάς «4ιαφορικός «ογισμός» Συναρτήσεων µιας Πραγματικής 
Μεταβλητής Τεύχος Πρώτοδ: Τεύχος Δεύτερο Εκδόσεις Ζήτη -Θεσσαλονίκη 2001 


Νεγρεπόντης Σ. Γιωτόπουλος Σ. Γιαννακούλιας Ε. «Απειροστικός {ογισμός» 
Τόμος Τ. Εκδόσεις Συµµετρία Αθήνα 1999 


Νεγρεπόντης Σ. Γιωτόπουλος Σ. Γιαννακούλιας Ε. «Απειροστικός {ογισμός» 
Τόμος Πα . Εκδόσεις Συµµετρία Αθήνα 2000 


Νεγρεπόντης Στυλιανός «Εισαγωγή στον Απειροστικόὀ 4ογισμό» -Σημειώσεις 
Παραδόσεων- Παν. Αθηνών -Αθήνα 1976 


Ντούγια Σωτήρη Ἰ. «Απειροστικός {ογισμός Ι» -Πανεπιστήμιο Ιωαννίνων -- 
Ιωάννινα 2000 


Ντούγια Σωτήρη Ἰ. «Απειροστικός {ογισμός 2)» -Πανεπιστήμιο Ιωαννίνων -- 
Ἰωάννινα 2000 
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Παντελίδη Γεωργίου Ν. «Βιβλίο του «Πδάσκοντος για το Μάθηµα 4νάλυση τής 
{Γ΄ {υκείου» Ἑκδόσεις Ζήτη -- Θεσσαλονίκη 19958 


Πουλέας Ε. «{ογισμός [» Θεσσαλονίκη 2003 
Πουλέας Ε. «{ογισμός Π» Θεσσαλονίκη 2003 


Χπανδάγου Βαγγέλη «Σειρές Θεωρία --Μεθοδολογία-400 ασκήσεις --Εκδόσεις 
Αίθρα --Αθήνα Ιανουάριος 2002 


Χπανδάγου Βαγγέλη «Ασκήσεις Απειροστικού 4{ογισμού» Ἑκδόσεις Αίθρα Αθήνα 
2002 

Χπανδάγου Ευάγγελου-Σπανδάγου ΡῬούλας «Μαθηματικά Παράδοζα και 
Μαθηματικά παηνίδια» Εκδόσεις Αίθρα -- Ιούνιος 2003 


ορίνακ ΜΠεΙιαεἰ ««4ιαφορικός και Ολοκληρωτικός 4{ογισμός» Πανεπιστημιακές 
εκδόσεις Κρήτης -Ηράκλειο 2001 
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ΡΥ 
π-ν 
α.χ. 


δηλ. 
ΕΕ 
Η/Υ 
Θ6ΕΤ 
ΘΜΤ 
κ.ά. 
κ.ο.κ. 
λ.χ. 
ύ.έ.δ. 
ΟΕΔΒ 


ΟΟΣΑ 


π.χ. 
σ.σ. 
σελ. 


ΣΥΝΤΟΜΟΓΡΑΦΙΕΣ 


πρωτεύουσα τιµή κατά (8 19µυ 
ΞΕΙεπιαπη-ρίίο]ί]ες 
Ξαντιπαραδείγματος χάριν 
βλέπε 

Ξγνησίως 

Ξ δηλαδή 

ΞΕυρωπαϊκή ένωση 

Ξ ηλεκτρονικός υπολογιστής 

Ξ θεώρημα ενδιαµέσων τιµών 
θεώρημα µέσης τιµής 

Ἔκαι άλλα 

Ἔκαι ούτω κάθε εξής 

Ξλόγου χάριν 

Ξόπερ έδει δείξαι 

Ξ Οργανισμός εκδόσεων Διδακτικών 
Βιβλίων 

ΞΟργανισμός Οικονομικής Συνεργασίας 
ἅς Ανάπτυξης. 

Ξ παραδείγματος χάριν 

Ξ σηµείο συσσωρεύσεως 
Ξσελίδα 

Ξτόμος /οι 
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Διεύθυνση κατοικίας: 
Γιάννης Πλατάρος του Παναγιώτη. 


Καπετάν Κρόμπα 37 
24200 ΜΕΣΣΗΝΗ 


Τηλ. Οικίας : 27220-23555 


Τηλ. Οικίας: 27220-22164 


Η/Δ µυριαίαγος(ωρα(μΠπάςΓ.σγ 
Εναλλακτικώς: ΡΙαί4Γος(ῶδεῃ.σί 


Ιστοσελίδα: Πάρ://οπιεραςες.ραίΠάΙΠπάεγ.σε/ρ]αίαγος 


